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المقدمة

الحمد لله رَبِّ العالمين، والصلاة والســام على أشرف الأنبياء والمُرسَلين، وبعد؛ فانطلاقًا من إيمان المملكة الأردنية 

الهاشمية الراسخ بأهمية تنمية قدرات الإنسان الأردني، وتســليحه بالعلم والمعرفة؛ سعى المركز الوطني لتطوير المناهج، 

بالتعاون مع وزارة التربية والتعليم، إلى تحديث المناهج الدراســية وتطويرها، لتكون مُعيناً للطلبة على الارتقاء بمســتواهم 

المعرفي والمهاري، ومجــاراة الأقران في الدول المتقدمة. ولمّا كان مبحث  الرياضيات من أهم المباحث الدراســية التي 

ها وَفق أفضل الطرائق  تُنمّي لدى الطلبة مهارات التفكير وحلِّ المشــكلات، فقــد أَوْلى المركز مناهجه عنايةً كبيــرةً، وأَعَدَّ

المُتَّبَعة عالميًّا على أيدي خبرات أردنية؛ لضمان انسجامها مع القِيَم الوطنية الراسخة، وتلبيتها لحاجات الطلبة.

روعي في إعداد كتب الرياضيات للمرحلة الثانوية تضمينها أكثر الموضوعات الرياضية أهميةً واستخدامًا في التطبيقات 

العلمية المختلفة؛ بُغْيَةَ إعداد الطلبة للدراســة الجامعية إعدادًا جيِّدًا يتواءم مع مناهج الدول المتقدمة. وكذلك حُرِص على 

جة تتيح للطلبة فرصة تعلُّمها بعمق من دون عناء أو جهد كبيرين. تقديم هذه الموضوعات بطريقة بنائية مُتدرِّ

دة بإرشــادات تُعين الطلبة  مة بتمثيلات بيانية، ومُزوَّ روعي أيضًا تقديــم الموضوعات بطريقة مُنظَّمة، وجاذبــة، ومُدعَّ

رهم بالخبرات التعليمية التي اكتســبوها سابقًا، وتساعدهم على ربط  على مواصلة تعلُّمهم بسلاســة من دون تعثُّر؛ فهي تُذكِّ

ز الطلبة على  الموضوعات الجديدة بعضها ببعض ربطًا وثيقًا، إضافةً إلى صلة كثير من أمثلتها ومسائلها بسياقات حياتية تُحفِّ

تعلُّم الرياضيات بشغف، وتجعله ذا معنى.

ب الطلبة على حلِّ المســائل نهجٌ ناجعٌ في ترســيخ المفاهيم الرياضية لديهم وتعزيز طلاقتهم الإجرائية؛   ولأنَّ كثرة تدرُّ

ن كتابا الطالب والتمارين عددًا كافيًا من التدريبات؛ بهدف توثيق  علاقة الطلبة بالكتاب المدرســي، بوصفه مرجعًا  فقد تضمَّ

ق العدالة في التعلُّم. ة مراجع أو مصادر إضافية، ويُحقِّ موثوقًا ورصيناً يغنيهم عن البحث عن أيَّ

ل أنْ ينال إعجاب طلبتنا وأعضاء الهيئات التدريسية والتعليمية، ويجعل تعليم الرياضيات  م هذا الكتاب، نُؤمِّ ونحن إذ نُقدِّ

وتعلُّمها أكثر متعةً وسهولةً، ونَعِدُ بأنْ نستمرَّ في تطويره في ضوء ما يصلنا من ملاحظات سديدة.

المركز الوطني لتطوير المناهج



 التكامل������������������������������������������������������������������������6 5   الوحدة

8����������������������������������������������������������������  تكامل اقترانات خاصة  الدرس 1

26������������������������������������������������������������������  التكامل بالتعويض  الدرس 2

 التكامل بالكسور الجزئية ������������������������������������������������������������45 الدرس 3

58��������������������������������������������������������������������  التكامل بالأجزاء  الدرس 4

72���������������������������������������������������������������  المساحات والحجوم  الدرس 5

88 ������������������������������������������� معمل برمجية جيوجبرا: تطبيقات التكامل: المساحة 

89����������������������������������������������������������������  المعادلات التفاضلية  الدرس 6

103���������������������������������������������������������������������������  اختبار نهاية الوحدة 

قائمة المحتويات

4



106����������������������������������������������������������������   المتجهات 6   الوحدة

108�������������������������������������������������������������   المتجهات في الفضاء  الدرس 1

124�����������������������������������������������������������   المستقيمات في الفضاء  الدرس 2

141������������������������������������������������������������������   الضرب القياسي  الدرس 3

156���������������������������������������������������������������������������  اختبار نهاية الوحدة 

158���������������������������������������������������   الإحصاء والاحتمالات 7   الوحدة

160���������������������������������������������� ين   التوزيع الهندسي وتوزيع ذي الحدَّ الدرس 1

176�������������������������������������������������������������������   التوزيع الطبيعي  الدرس 2

198���������������������������������������������������������������������������  اختبار نهاية الوحدة 

200�������������������������������������������������������������������������������������� مُلحَقات 

قائمة المحتويات

5



الوحدة

5
التكامل

Integration

ما أهمية هذه 
الوحدة؟

التكامل عملية عكســية للتفاضل؛ لذا يُستعمَل في كثير 
ن قِيَمًا مُتغيِّرةً مع  من التطبيقات العلمية والحياتية التي تتضمَّ

الزمن. يُستعمَل التكامل أيضًا لحساب المساحات المحصورة 
بين المنحنيــات، والحجــوم الناتجة مــن دوران المناطق 

دة بمنحنيات، فضلًًا عن بعض الحسابات المالية  المُحدَّ
ية، وبعض الحسابات المُتعلِّقة  مثل التكلفة الحدِّ

بالمجتمعات الحيوية.
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مْتُ سابقًا: تعلَّ

 �إيجاد التكامل المحدود والتكامل غير  ✔

ة والاقترانات  المحدود لاقترانات القوَّ
بة. المُتشعِّ

 �إيجاد المساحة المحصورة بين منحنى  ✔

.x اقتران والمحور

 �إيجــاد الحجــوم الناتجة مــن دوران  ✔

.x منحنى اقتران حول المحور

م في هذه الوحدة:  سأتعلَّ

ــية، ومثلثية،  ن اقترانات أُسِّ  �إيجاد تكاملات تتضمَّ ◂

ولوغاريتمية طبيعية.
 �إيجاد تكاملات باســتعمال التعويض، والكســور  ◂

الجزئية، والأجزاء.
 �إيجاد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي اقترانين،  ◂

.x م الناتج من دورانها حول المحور وحجم المُجسَّ
 �حلَّ معادلات تفاضلية. ◂

أســتعمل تدريبات )أســتعد لدراســة الوحدة( في الصفحات )11-6( من كتاب 
التمارين؛ لمراجعة هذه الموضوعات قبل البَدْء بدراسة الوحدة.
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الدرس

1
ية، ومثلثية، ولوغاريتمية طبيعية. ن اقترانات أُسِّ إيجاد تكاملات تتضمَّ 	  فكرة الدرس � 

الإزاحة. 	 المصطلحات � 

بَدْء  t يومًا من  P(t) عدد الخلايا البكتيرية بعد  	�يُمثِّل الاقتران   مسألة اليوم � 
بَدْء  دراستها في مجتمع بكتيري. إذا كان عدد هذه الخلايا عند 
الدراسة هو 200000 خلية، فأجد عددها في المجتمع البكتيري 

 .P ' (t) = 200e0.1t + 150e-0.03t :ل بعد 12 يومًا من بَدْء الدراسة، علمًا بأنَّها تتغيَّر بمُعدَّ

ية تكامل الاقترانات الأسُِّ

⎮⌠ يُســمّى التكامــل 
⌡

 f(x)dx َّتعلَّمْــتُ ســابقًا أنَّ التكامــل هــو عمليــة عكســية للاشــتقاق، وأن
ــط الآتــي الــذي يُبيِّــن عناصــر هــذا النــوع  غيــر المحــدود للاقتــران f(x)، كمــا فــي المُخطَّ

مــن التكامــل.

ــفلي  ــدُّ الس ــث a الح ــران f(x)، حي ــدود للاقت ــل المح ــمّى التكام b ⌠ فيُس
⎮
⌡a

 f(x)dx ــا أمّ
ــل. ــوي للتكام ــدُّ العل ــل، وb الح للتكام

b ⌠ للاقتران المُتَّصِل f(x) على النحو الآتي:
⎮
⌡a

 f(x)dx يُمكِن إيجاد قيمة

ر أتذكَّ

إذا كان F(x) اقترانًا أصليًّا 
 : f(x)، فــإنَّ للاقتــران 
F ' (x) = f(x)؛ أيْ إنَّــه 

ة  ق من صِحَّ يُمكِــن التحقُّ
الحلِّ بإيجاد مشتقة نتيجة 
التكامل. وفي هذه الحالة، 
يجب أنْ تكون المشــتقة 

مُساوِية للمُكامَل.

تكامل اقترانات خاصة
Integration of Special Functions

ثابت التكامل

f(x) اقتران أصلي للاقتران

قيمة الاقتران الأصلي عند الحدِّ العلوي.قيمة الاقتران الأصلي عند الحدِّ السفلي.

أستعمل هذا الرمز بعد 
الانتهاء من عملية التكامل. 

حدود التكامل 
.b إلى a من

المُكامَل

مُتغيِّر التكامل
⌠
⎮
⌡

 f(x)dx = F(x) + C

⌠ b
⎮
⌡a

 f(x)dx = F(x)
⎮b
⎮
⎮a

                    = F(b) - F(a)
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الوحدة 5

أجد كُلًّاًّ من التكاملات الآتية:

1   ⌠
⎮
⌡

 2e4x + 3 dx

ي الطبيعي المضروب في ثابت 	تكامل الاقتران الأسُِّ ⌠
⎮
⌡

 2e4x + 3 dx = 2 × 1
4

 e4x + 3 + C

	بالتبسيط = 1
2

 e4x + 3 + C

2  
⌠ 2
⎮
⌡0

(6e-3x + x3) dx

ي الطبيعي المضروب  تكامل الاقتران الأسُِّ
ة     في ثابت، وتكامل اقتران القوَّ

⌠ 2
⎮
⌡0

 (6e-3x + x3)dx = ( 6
-3

 e-3x + 1
4

 x4) 
⎮2
⎮
⎮0

6 ) = بالتعويض
-3

 e-3(2) + 1
4

 (2)4)-( 6
-3

 e-3(0) + 1
4

 (0)4)

2e-6 + 6- = بالتبسيط

3   ⌠
⎮
⌡

 √ex + 1  dx

ية 	بكتابة المُكامَل في صورة أُسِّ ⌠
⎮
⌡

 √ex + 1 dx = ⌠⎮
⌡

 (e x + 1 )1/2 dx

	باستعمال قوانين الأسُس  = ⌠⎮
⌡

 e (x + 1)/2  dx

ي الطبيعي 	تكامل الاقتران الأسُِّ  = 2e (x + 1)/2 + C

مثال 1

ر  أتذكَّ

⦁  d
dx

 (ex ) = ex 

⦁  d
dx

 (eax+b) = ae ax+b

⦁  d
dx

 (kx ) = kx× ln k 

⦁  d
dx

 (kax+b )=  

  kax+b × ln k × a

.k ≠ 1 و ،k > 0 حيث

ر  أتذكَّ

 g(x)و f(x) إذا كان
اقترانين مُتَّصِلين على 

: الفترة [a, b]، فإنَّ
⌠ b
⎮
⌡a

 (f(x) ± g(x))dx 

= 
⌠ b
⎮
⌡a

 f(x) dx 

    ± 
⌠ b
⎮
⌡a

 g(x) dx

تنطبق هــذه القاعدة أيضًا 
علــى التكامــات غير 

المحدودة.

ر  أتذكَّ

⦁ � ∫ kf(x)dx = 

    k ∫ f(x) dx

حيث k ثابت.

⦁ � ∫ xn dx = 

1
n + 1

 xn + 1 + C, 

n ≠ -1

بما أنَّ التكامل والاشتقاق عمليتان عكسيتان، فإنَّ ذلك يساعد على إيجاد صيغ مباشرة لتكامل 
اقترانات ناتجة من اشتقاق اقترانات مشهورة بصورة مباشرة، أو باستعمال قاعدة السلسلة، مثل 

ية.  الاقترانات الأسُِّ

: إذا كانت k, b, a أعدادًا حقيقيةً، و a ≠ 0، و k > 0، و k ≠ 1، و e العدد النيبيري، فإنَّ

⌠
⎮
⌡

 ex dx = ex + C			   ⌠
⎮
⌡

 eax + b dx = 1
a

 eax + b + C

⌠
⎮
⌡

 kx  dx = k x

ln k
 + C			   ⌠

⎮
⌡

 kax + b dx = k ax + b

a ln k
 + C

ية صيغ تكاملات اقترانات أسُِّ مفهوم أساسي
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4   ⌠
⎮
⌡

 (5 x + 7) dx

ي، وتكامل الثابت 	تكامل الاقتران الأسُِّ ⌠
⎮
⌡

(5x + 7) dx = 5x

ln 5
 + 7x + C

  ق من فهمي أتحقَّ

أجد كُلًّاًّ من التكاملات الآتية:

a)   ⌠
⎮
⌡

(5x2 - 3e7x ) dx			   b)  
⌠ ln 3
⎮
⌡0

 8e4x dx

c)   ⌠
⎮
⌡

 √e1-x  dx				   d)   ⌠
⎮
⌡

(3x + 2 √x ) dx

م  أتعلَّ

 ،f(x) = cos x إذا كان: 
 ،f '(x) = -sin x  : فإنَّ

 : وهذا يعني أنَّ
⌠
⎮
⌡

(-sin x) dx = 

   cos x + C

: ، فإنَّ ومن ثَمَّ
⌠
⎮
⌡

(sin x) dx = 

   - cos x + C

علمًــا بأنَّه يُمكِــن إيجاد 
بقيــة صيــغ تكامــات 
ـات المثلثيــة  الاقترانـ

بالطريقة نفسها.

ر  أتذكَّ

يحتوي ناتج التكامل غير 
C؛  المحدود على الثابت 
لأنَّ مشتقة الثابت صفر. 
أمّا التكامل المحدود فلا 
C؛  يحتوي علــى الثابت 
لأنَّه يُحذَف عند تعويض 
الحــدِّ العلــوي والحدِّ 

السفلي.

تكامل الاقترانات المثلثية

تعلَّمْتُ سابقًا إيجاد مشتقات الاقترانات المثلثية الست، وهذا يعني أنَّه يُمكِن إيجاد تكاملات 
الاقترانات المثلثية الناتجة من مشتقات تلك الاقترانات الست بصورة مباشرة.

⌠
⎮
⌡

 sin x dx = -cos x + C		  ⌠
⎮
⌡

 cos x dx = sin x + C

⌠
⎮
⌡

 sec2 x dx = tan x + C		  ⌠
⎮
⌡

 csc2 x dx = -cot x + C

⌠
⎮
⌡

 sec x tan x dx = sec x + C		 ⌠
⎮
⌡

 csc x cot x dx = -csc x + C

صيغ تكاملات اقترانات مثلثية )1(مفهوم أساسي

أمّا الاقترانات المثلثية التي تكــون زواياها في صورة: ax + b، حيث: a ≠ 0، فيُمكِن إيجاد 
تكاملاتها على النحو الآتي:
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الوحدة 5

ر  أتذكَّ

جميع الاقترانات المُكامَلة 
فــي الصنــدوق المجاور 
نتجــت مــن اشــتقاق 
الاقترانــات الأصليــة، 
باســتعمال قواعد اشتقاق 
الاقترانات المثلثية وقاعدة 

السلسلة. 

م أتعلَّ

ة  ق من صِحَّ يُمكِــن التحقُّ
الحلِّ بإيجاد مشتقة نتيجة 

التكامــل، ثــمَّ مقارنتها 
بالاقتران المُكامَل.

 : إذا كان b, a عددين حقيقيين، وa ≠ 0، فإنَّ
⌠
⎮
⌡

 sin (ax + b) dx = - 1
a

 cos (ax + b) + C 

⌠
⎮
⌡

 cos (ax + b) dx = 1
a

  sin (ax + b) + C 

⌠
⎮
⌡

 sec2 (ax + b) dx = 1
a

  tan (ax + b) + C 

⌠
⎮
⌡

 csc2 (ax + b) dx = - 1
a

 cot (ax + b) + C

⌠
⎮
⌡

 sec (ax + b) tan (ax + b) dx = 1
a

 sec (ax + b) + C 

⌠
⎮
⌡

 csc (ax + b) cot (ax + b) dx = - 1
a

 csc (ax + b) + C 

صيغ تكاملات اقترانات مثلثية )2( مفهوم أساسي

أجد كُلًّاًّ من التكاملات الآتية:

1   ⌠
⎮
⌡

 2 sin(4x + 3) dx

 sin(ax + b) تكامل
	المضروب في ثابت ⌠

⎮
⌡

 2 sin(4x + 3) dx = -2 × 1
4

 cos(4x + 3) + C

	بالتبسيط = - 1
2

 cos(4x + 3) + C

2   ⌠
⎮
⌡

 (3 cos x + √x ) dx

ية ⎮⌠	بكتابة  x∛  في صورة أُسِّ
⌡

(3 cos x + ∛x ) dx = ⌠⎮
⌡

 (3 cos x + x1/3 ) dx

تكامل cos x المضروب في 
ة 	ثابت، وتكامل اقتران القوَّ = 3 sin x + 3

4
 x4/3 + C

ة النسبية إلى جذر 	بتحويل القوَّ =3 sin x + 3
4

  √x4 + C

مثال 2

3

3
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3  
⌠ π/12
⎮
⌡0

sec2 3x  dx

sec2 (ax + b) تكامل	
⌠ π/12
⎮
⌡0

sec2 3x  dx = ( 1
3

 tan 3x) 
⎮π/12
⎮
⎮0

	بالتعويض = ( 1
3

 tan 3( π12
 )) - ( 1

3
 tan 3(0))

	بالتبسيط = 1
3

  ق من فهمي أتحقَّ

أجد كُلًّاًّ من التكاملات الآتية:

a)   ⌠
⎮
⌡

 cos(3x - π)dx 			   b)   ⌠
⎮
⌡

 (csc2 (5x) + e2x ) dx

c)  
⌠ π/3
⎮
⌡0

 (sin 2x - cos 4x) dx

ر  أتذكَّ

لا يَلــزم إضافــة ثابــت 
التكامل عنــد إيجاد ناتج 

التكامل المحدود.

م  أتعلَّ

لا يُمكِننــي إيجاد تكامل 
اقتران مثلثــي مرفوع إلى 
أُسٍّ فــردي باســتعمال 
المتطابقــات فقط، وإنَّما 
أحتاج إلى طرائق أُخرى 
ســأتعلَّمها فــي الدرس 

التالي.

المتطابقات المثلثية والتكامل

تعلَّمْتُ ســابقًا أنَّه يُمكِن إعــادة كتابة المقادير المثلثية بصورة مكافئة باســتعمال المتطابقات 
المثلثية، وهذا يســاعد على إيجاد تكاملات بعض الاقترانــات المثلثية التي لا يُمكِن إيجادها 
، أو  ، وظلِّ التمــام المرفوعة إلى أُسٍّ مباشــرة، مثل: اقترانات الجيب، وجيب التمام، والظلِّ
الاقترانــات المثلثية التي تكون في صورة حاصل ضرب اقتراني جيب، أو اقتراني جيب تمام، 

أو اقتران جيب مضروب في اقتران جيب تمام، وغير ذلك من الاقترانات المثلثية.

أجد كُلًّاًّ من التكاملات الآتية:

1   ⌠
⎮
⌡

 tan2 2x dx

	متطابقات فيثاغورس ⌠
⎮
⌡

 tan2 2x dx = ⌠⎮
⌡

(sec2 2x - 1) dx

	تكامل sec2 (ax+b)، وتكامل الثابت = 1
2

 tan 2x - x + C

مثال 3
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الوحدة 5

ر  أتذكَّ

بمــا أنَّه لا توجــد قاعدة 
لإيجــاد تكامل الضرب، 
فإنَّه يتعيَّن تبسيط المُكامَل 
إلى حدود جبرية مُنفصِلة 

باستعمال المتطابقات.

ر  أتذكَّ

أنَّه يُمكِن  تعلَّمْتُ ســابقًا 
إعــادة كتابــة المقاديــر 
المثلثية بصورة لا تحوي 
كســرًا إذا كان مقامها في 
u ± 1، وذلك  صــورة: 
باســتعمال الضــرب في 
المُرافـِـق. وتُعْزى أهمية 
هذا الإجــراء في التكامل 
إلــى عدم وجــود قاعدة 
لإيجــاد تكامل القســمة 

مباشرة.

ر  أتذكَّ

متطابقات الزاوية السالبة:
•  sin(-x) = -sin x

•  cos(-x) = cos x

2  
⌠ π
⎮
⌡0

 sin2 x dx

ة 	متطابقات تقليص القوَّ
⌠ π
⎮
⌡0

 sin2 x dx = 
⌠ π
⎮
⌡0

 1
2

 (1 - cos 2x) dx

	تكامل cos (ax + b)، وتكامل الثابت  = 1
2

 (x - 1
2

 sin 2x) 
⎮π
⎮
⎮0

	بالتعويض  = ( 1
2

 (π - 1
2

 sin 2(π))) - ( 1
2

 (0 - 1
2

 sin 2(0)))

	بالتبسيط  = 1
2

 π

3   ⌠
⎮
⌡

 sin 4x cos 5x dx

متطابقات تحويل 
الضرب إلى جمع

⌠
⎮
⌡

 sin 4x cos 5x dx = ⌠⎮
⌡

 1
2

 (sin(4x-5x)+ sin(4x+5x))dx

	بالتبسيط = ⌠⎮
⌡

 1
2

 (-sin (x) + sin (9x)) dx

 sin (ax + b) تكامل
	المضروب في ثابت = 1

2
 (cos (x) - 1

9
 cos (9x)) + C

4   ⌠
⎮
⌡

 dx
1 - cos x

بضرب البسط والمقام في مُرافقِ 
1 + cos x 1، وهو-cos x

⌠
⎮
⌡

 dx
1 - cos x

 = ⌠⎮
⌡

 ( 1
1 - cos x

 × 1 + cos x
1 + cos x

 ) dx

	بالتبسيط = ⌠⎮
⌡

 1 + cos x

1 - cos2 x
 dx

	متطابقات فيثاغورس = ⌠⎮
⌡

 1 + cos x

sin2 x
 dx

	بتوزيع المقام على البسط = ⌠⎮
⌡

 ( 1

sin2 x
 + cos x

sin2 x
 ) dx

	بتوزيع المقام على البسط = ⌠⎮
⌡

 ( 1

sin2 x
 + 1

sin x
 × cos x

sin x
 ) dx

	متطابقة المقلوب، والمتطابقات النسبية = ⌠⎮
⌡

 (csc2 x + csc x cot x ) dx

csc x cot x وتكامل ،csc2 x تكامل	 = -cot x - csc x + C
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: إذا كان b, a عددين حقيقيين، وa ≠ 0، وكان f(x) اقترانًا قابلًًا للاشتقاق، فإنَّ
⌠
⎮
⌡

 1
x  dx = ln |x| + C  , x ≠ 0

⌠
⎮
⌡

 1
ax + b dx = 1

a  ln |ax + b| + C  , x ≠ - b
a

⌠
⎮
⌡

 
f '(x)

f(x)
 dx = ln | f(x)| + C, f(x) ≠ 0

تكاملات ينتج منها اقتران لوغاريتمي طبيعي مفهوم أساسي

  ق من فهمي أتحقَّ

أجد كُلًّاًّ من التكاملات الآتية:

a)   ⌠
⎮
⌡

 cos4 x dx	   b)  
⌠ π/6
⎮
⌡0

 sin 3x sin x dx	       c)   ⌠
⎮
⌡

 dx
1 + cos x

تكاملات ينتج منها اقتران لوغاريتمي طبيعي

 . ⌠⎮
⌡

 1
x  dx = ln x + C :  ، وهذا يعني أنَّ d

dx
 (ln x) = 1

x  : تعلَّمْتُ سابقًا أنَّ

 : ف فقط عندما يكون  x > 0، فإنَّ وبما أنَّ ln x مُعرَّ
⌠
⎮
⌡

 1
x  dx = ln x + C    ,    x > 0  …… 1

.x < 0  ف عندما يكون ولكنَّ ln(-x) مُعرَّ

: وباستعمال قاعدة السلسلة، فإنَّ
d

dx
 (ln (-x)) = 1

-x × -1 = 1
x

: وهذا يعني أنَّ
⌠
⎮
⌡

 1
x  dx = ln(-x) + C    ,    x < 0  …… 2

ل إلى القاعدة الآتية: 2 ، فإنَّه يُمكِن التوصُّ 1 و  وبدمج النتيجتين 
⌠
⎮
⌡

 1
x  dx = ln |x| +C    ,  x ≠ 0 

يُمكِن استعمال هذه القاعدة لإيجاد تكاملات مجموعة أوسع من الاقترانات، مثل الاقترانات 
 k؛ أيِ الاقترانــات التي يُمكِن كتابتها في 

f '(x)

f(x)
1 ، أو صورة: 

ax + b :التــي تُكتَب في صورة
  : صورة يكون فيها البسط أحد مضاعفات مشتقة المقام، وذلك بملاحظة أنَّ

d
dx

 (ln | f(x)| ) = 
f '(x)

f(x)

معلومة

ابتكــر إســحق نيوتــن 
1726م(   -  1642 (
وجوتفريــد لايبنتــس 
1716م(   -  1646 (
التفاضــل والتكامل؛ كلٌّ 
ل  علــى حِدَة، لكــنَّ الأوَّ
برهــن نتائجه هندســيًّا، 
في حين اســتعمل الثاني 
طرائــق جبريــة ورمزية 

لبرهنة نتائجه.
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الوحدة 5

أجد كُلًّاًّ من التكاملات الآتية:

1   ⌠
⎮
⌡

 (2ex + 3
x  ) dx

تكامل ex المضروب في ثابت، 
1 المضروب في ثابت

x
	وتكامل  ⌠

⎮
⌡

 (2ex + 3
x  ) dx = 2ex + 3 ln |x| + C

2   ⌠
⎮
⌡

 1
4x - 1 dx

1
ax + b

	تكامل  ⌠
⎮
⌡

 1
4x - 1

 dx = 1
4

 ln |4x -1| + C

3   ⌠
⎮
⌡

 2x5 - 4
x  dx

	بقسمة كل حدٍّ في البسط على المقام ⌠
⎮
⌡

 2x5 - 4
x

 dx = ⌠⎮
⌡

 ( 2x5

x
 - 4

x
 ) dx

	بالتبسيط = ⌠⎮
⌡

 ( 2x4 - 4
x

 ) dx

ة المضروب في ثابت،  تكامل اقتران القوَّ
1 المضروب في ثابت

x
	وتكامل  = 2

5
 x5 - 4 ln |x| + C

4   ⌠
⎮
⌡

 2x

x2 - 1
 dx

f '(x)

f(x)
	تكامل  ⌠

⎮
⌡

 2x

x2 - 1
 dx = ln |x2 -1| + C

5   ⌠
⎮
⌡

 6x

x2 + 9
 dx

k 
f '(x)

f(x)
	بإعادة كتابة الاقتران في صورة:  ⌠

⎮
⌡

 6x

x2 + 9
 dx = 3 ⌠⎮

⌡
 2x

x2 + 9
 dx

f '(x)

f(x)
	تكامل  = 3 ln |x2 + 9| + C

|x2 + 9| = x2 + 9	 = 3 ln(x2 + 9) + C

مثال 4

ر  أتذكَّ

بمــا أنَّه لا توجــد قاعدة 
لتكامــل القســمة، فإنَّه 
يتعيَّن تبسيط المُكامَل إلى 

حدود جبرية مُنفصِلة.

م أتعلَّ

 (2x) أُلاحِظ أنَّ البســط 
هــو مشــتقة المقــام: 

. d
dx

 (x2 - 1) = 2x

م أتعلَّ

بما أنَّ البسط (6x) هو أحد 
 مضاعفات مشتقة المقام: 
 ،( d

dx
 (x2 +9) = 2x)

 6x

x2 + 9
فإنَّني أُعيــد كتابة 

 .k 
f '(x)

f(x)
في صورة: 
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ر أتذكَّ

الاقترانات النســبية هي 

اقترانات يُمكـِـن كتابتها 

في صورة نسبة بين كثيري 

 ، حيث:  f (x)

g (x)
حــدود: 

.g(x) ≠ 0

ر أُفكِّ

غ عملية الضرب  ما مُســوِّ

فــي 2، وعملية القســمة 

على 2؟

ر أُفكِّ

هــل يُمكِــن كتابــة هذه 

النتيجة في صورة أُخرى؟

6   ⌠
⎮
⌡

 cos x

3 + 2 sin x
 dx 

	بالضرب في 2، والقسمة على 2 ⌠
⎮
⌡

 cos x

3 + 2 sin x
 dx = 1

2
 ⌠⎮
⌡

 2 × cos x

3 + 2 sin x
 dx

	بالتبسيط = 1
2

 ⌠⎮
⌡

 2 cos x

3 + 2 sin x
 dx

f '(x)

f(x)
	تكامل  = 1

2
 ln |3 + 2 sin x| + C

|3 + 2 sin x| = 3 + 2 sin x	 = 1
2

 ln (3 + 2 sin x) + C

7   ⌠
⎮
⌡

 tan x dx 

	المتطابقات النسبية ⌠
⎮
⌡

 tan x dx = ⌠⎮
⌡

 sin x
cos x

 dx

	بالضرب في 1-، والقسمة على 1- = 1
-1

 ⌠⎮
⌡

 -1 × sin x
cos x

 dx

f '(x)

f(x)
	تكامل  = -ln |cos x| + C

8   ⌠
⎮
⌡

 sec x dx 

sec x + tan x

sec x + tan x
	بالضرب في   ⌠

⎮
⌡

 sec x dx = ⌠⎮
⌡

 sec x × sec x + tan x
sec x + tan x

 dx

	باستعمال خاصية التوزيع = ⌠⎮
⌡

 sec2 x + sec x tan x
sec x + tan x

 dx

f '(x)

f(x)
	تكامل  = ln |sec x + tan x| + C

 أجد كُلًّاًّ من التكاملات الآتية: ق من فهمي أتحقَّ

a)   ⌠
⎮
⌡

 (sin x - 5
x

 ) dx		  b)   ⌠
⎮
⌡

  5
3x + 2

 dx	 c)   ⌠
⎮
⌡

 x2 - 7x + 2

x2  dx

d)   ⌠
⎮
⌡

 
2x + 3

x2 + 3x
 dx		  e)   ⌠

⎮
⌡

 
sin 2x

1 + cos 2x
  dx	 f)   ⌠

⎮
⌡

 cot x dx

g)   ⌠
⎮
⌡

 
ex

ex + 7
  dx		  h)   ⌠

⎮
⌡

 csc x dx

يتطلَّب إيجاد تكاملات بعض الاقترانات النســبية أحيانًا إعادة كتابــة المُكامَل بصورة أُخرى 
باســتعمال القسمة، في حال كانت درجة البسط أعلى من )أو تساوي( درجة المقام. وقد ينتج 

من صورة الاقتران الجديدة تكاملٌ ينتج منه اقتران لوغاريتمي طبيعي.



17

الوحدة 5

.⌠
⎮
⌡

 x3 + x
x - 1

 dx :أجد

بما أنَّ المُكامَل اقتران نســبي، درجة البســط فيه أعلى من درجة المقام، فإنَّني ســأُعيد كتابته 
بصورة أُخرى باستعمال القسمة. 

الخطوة 1: أَقسِم البسط على المقام.

× x2 x 2

x x3 x2 2x 2

-1 -x2 -x -2

الخطوة 2: أُعيد كتابة المُكامَل باستعمال نتيجة القسمة.

f(x)

g(x)
 = q(x) + 

r(x)

g(x)	⌠
⎮
⌡

 x3 + x
x - 1  dx = ⌠⎮

⌡
 (x2 + x + 2 + 2

x - 1 ) dx

ة، وتكامل  تكامل اقتران القوَّ
1 المضروب في ثابت

ax + b

	  = x3

3
 + x2

2
 + 2x + 2 ln |x -1| + C

. ⌠⎮
⌡

 x2 + x + 1

x + 1
 dx :أجد   ق من فهمي أتحقَّ

مثال 5

ر  أتذكَّ

يُمكِنني أيضًا اســتعمال 
القســمة الطويلة لقسمة 

البسط على المقام.

ر  أتذكَّ

f (x) اقترانًا نسبيًّا 

g (x)
إذا كان 

فيه درجــة f(x) أكبر من 
 ،g(x) أو تساوي( درجة(
 ،q(x) وكان ناتج القسمة
: وباقي القسمة r(x)، فإنَّ

. f (x)

g (x)
 = q(x) + 

r (x)

g (x)

تطبيقات التكامل: الشرط الأوَّلي

ق الاقتران الأصلي، ويُمكِن بتعويضها إيجاد قيمة  لي هو نقطة تُحقِّ تعلَّمْتُ سابقًا أنَّ الشرط الأوَّ
ق شرط المسألة،  ثابت التكامل C، ويُمكِن بها أيضًا إيجاد الاقتران الأصلي الوحيد الذي يُحقِّ

لي يُستعمَل كثيرًا لتحديد اقترانات تُنمذِج مواقف علمية وحياتية. علمًا بأنَّ الشرط الأوَّ

 مثال 6 : من الحياة  

ث في بحيرة باستعمال مضاد للبكتيريا.  ث: يُعالَج التلوُّ تلوُّ

ة في البحيرة يتغيَّر  إذا كان عــدد الخلايا البكتيرية الضــارَّ

 - = N ' (t)، حيث N(t) عدد الخلايا  2000t

1 + t2
ل: بمُعدَّ

البكتيريــة لكل ملّيلتر من الماء بعد t يومًا من اســتعمال 

المضاد، فأجد N(t)، علمًا بأنَّ العدد الابتدائي للخلايا هو 5000 خلية لكل ملّيلتر. 
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.N ' (t) :الخطوة 1: أجد تكامل الاقتران

N(t) = 
⌠
⎮
⌡

 N ' (t)dt	 N(t) = 
⌠ 
⎮
⌡

 - 2000t

1 + t2
 dt

	بالضرب في 2، والقسمة على 2 = -1000 
⌠ 
⎮
⌡

 2t

1 + t2
 dt

f '(x)

f(x)
	تكامل  = -1000 ln |1 + t2 | + C

|1 + t 2 | = 1 + t 2	 = -1000 ln (1 + t 2 ) + C

.C الخطوة 2: أجد ثابت التكامل

	قاعدة الاقتران N(t) = -1000 ln (1 + t2 ) + C

t = 0, N(0) = 5000 بتعويض	 5000 = -1000 ln (1+ (0)2 ) + C

	بالتبسيط 5000 = C

إذن، اقتران عدد الخلايا البكتيرية لكل ملّيلتر من الماء بعد t يومًا من استعمال المضاد هو:

.N(t) = -1000 ln (1 + t2 ) + 5000

ق من فهمي أتحقَّ

نًا بقعة دائرية الشــكل على ســطح الماء، نصف  ب نفط من ناقلــة بحرية، مُكوِّ ث: تســرَّ تلوُّ
ل:  ب. إذا كان نصف قُطْر الدائــرة يزداد بمُعدَّ قُطْرهــا R(t) قدمًا بعــد t دقيقة من بَدْء التســرُّ

.R(0) = 0 َّعلمًا بأن ،R(t) فأجد ،R '(t) =  21

0.07t + 5

تطبيقات التكامل: الحركة في مسار مستقيم

ك في مسار مستقيم إذا عُلِم لي، إيجاد موقع جسم يتحرَّ ة على الشرط الأوَّ من التطبيقات المُهِمَّ

لي عن موقع الجسم. اقتران السرعة، وعُلِم شرط أوَّ

يُطلَق على التغيُّر في موقع الجسم اسم الإزاحة )displacement(. فإذا كان s(t) موقع جسم 
s(t، وقد تكون قيمتها 

2
 ) - s(t

1
t] هي: ( 

1
, t

2 
عند الزمن t، فإنَّ الإزاحة على الفتــرة الزمنية [

موجبةً، أو سالبةً، أو صفرًا، تبعًا لاتجاه حركة الجسم.

معلومة 

الهندســة البيئيــة هــي أحد 
ة التي  فروع الهندســة المُهِمَّ
تُعْنى بدراسة أثر التكنولوجيا 
رها في البيئة، ومن ذلك  وتطوُّ
ث البيئي بأشــكاله  رصد التلوُّ
المختلفــة، ومعالجته بطرائق 

علمية.
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الوحدة 5

ك جسم في مسار مستقيم وَفق اقتران الموقع s(t)، فإنَّ سرعته هي: إذا تحرَّ
 t] هي: 

1 
, t 

2 
v(t) = s'(t)، وإزاحته في الفترة الزمنية [

s(t
2
 ) - s(t

1
 ) = 

⌠ t2
⎮
⌡t

1

 v(t)dt

الإزاحة مفهوم أساسي

يُستعمَل التكامل المحدود لإيجاد إزاحة جسم، عُلِمت سرعته، على النحو الآتي:

أمّا إذا كان المطلوب إيجاد المسافة الكلية التي قطعها جسم خلال فترة زمنية، فيجب 
ك الجسم إلى الجهة  v(t) ≤ 0 )يتحرَّ تحديد الفترات الزمنية الجزئية التي تكون عندها 
ك الجسم إلى  v(t) ≥ 0 )يتحرَّ السالبة(، وتحديد الفترات الزمنية الجزئية التي تكون عندها 
الجهة الموجبة(. وفي كلتا الحالتين، تُحسَب المسافة الكلية بإيجاد تكامل اقتران السرعة 

القياسية |v(t)| على النحو الآتي:

م  أتعلَّ

المســافة هــي طــول 
المســار الــذي يقطعــه 
الجسم بصرف النظر عن 
الاتجاه، وقيمتها أكبر من 
)أو تســاوي( الصفر. أمّا 
الإزاحة فهــي التغيُّر في 

الموقع.
ك جسم في مسار مستقيم وَفق اقتران الموقع s(t)، فإنَّ سرعته هي: إذا تحرَّ

 t] هي: 
1 
, t 

2 
v(t) = s'(t)، والمسافة الكلية )d( التي قطعها في الفترة الزمنية [

d = 
⌠ t2
⎮
⌡t

1

 |v(t)| dt

المسافة الكلية المقطوعة مفهوم أساسي

ك جُسَــيْم في مسار مســتقيم، وتعطى ســرعته بالاقتران: v(t) = sin t، حيث t الزمن  يتحرَّ
بالثواني، وv سرعته بالمتر لكل ثانية:

π ثانية من بَدْء الحركة.
3

 إذا بدأ الجُسَيْم حركته من نقطة الأصل، فأجد موقع الجُسَيْم بعد 

بما أنَّ اقتران الموقع هو اقتران أصلي لاقتران الســرعة، فإنَّه يُمكِن إيجاد موقع الجُسَــيْم بعد 
π ثانية من بَدْء 

3
t ثانية عــن طريق التكامل. وبما أنَّ المطلوب هو إيجاد موقع الجُسَــيْم بعــد 

.v(t) = sin t :الحركة، فإنَّه يتعيَّن إيجاد تكامل

مثال 7

1

ر  أتذكَّ

اقتــران الموقع هو اقتران 
أصلي لاقتران الســرعة، 
واقتران السرعة هو اقتران 

أصلي لاقتران التسارع.
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الخطوة 1: أجد اقتران الموقع.

	بإيجاد تكامل اقتران السرعة s(t) = 
⌠
⎮
⌡

 v(t) dt

v(t) = sin t بتعويض	 = 
⌠
⎮
⌡

 sin t dt

sin t تكامل	 = - cos t + C
1

.C
1
الخطوة 2: أجد قيمة ثابت التكامل 

ليًّا لإيجاد  بما أنَّ الموقع الابتدائي للجُسَيْم هو نقطة الأصل، فإنَّ s(0) = 0، وهذا يُعَدُّ شرطًا أوَّ
:C

1
قيمة ثابت التكامل 

	اقتران الموقع s(t)= - cos t + C
1

t = 0, s(0) = 0 بتعويض	 0 = - cos (0) + C
1

	بحلِّ المعادلة C
1
 = 1

.s(t) = -cos t + 1 :ثانية من بَدْء الحركة هو t إذن، اقتران الموقع بعد

π ثانية من بَدْء الحركة.
3

الخطوة 3: أجد موقع الجُسَيْم بعد 

	اقتران الموقع s(t) = -cos t + 1

t = π
3

	بتعويض  s( π
3

 ) =-cos ( π
3

 ) + 1

	بالتبسيط = 1
2

 1
2

 m ثانية من بَدْء الحركة هو π
3

إذن، موقع الجُسَيْم بعد 

.[0, 3π] أجد إزاحة الجُسَيْم في الفترة 

s(t	صيغة الإزاحة
2
 ) - s(t

1
 ) = 

⌠ t2
⎮
⌡t

1

 v(t) dt

 v(t) = sin t, t
1
 = 0, t

2
 = 3π بتعويض	s(3π) - s(0) = 

⌠ 3π
⎮
⌡0

 sin t dt

sin t تكامل	 = -cos t 
⎮3π
⎮
⎮0

	بالتعويض = -(cos (3π) - cos (0))

	بالتبسيط = 2

2 m إذن، إزاحة الجُسَيْم هي

2

م  أتعلَّ

القيمــة الموجبــة للإزاحة 
تعنــي أنَّ الموقــع النهائي 
للجُسَــيْم يقع فــي الجهة 
الموجبة بالنسبة إلى الموقع 
الابتدائي، والقيمة الســالبة 
للإزاحــة تعنــي أنَّ الموقع 
النهائــي للجُسَــيْم يقع في 
الجهة الســالبة بالنسبة إلى 
الموقع الابتدائي. أمّا الصفر 

فيعني عدم وجود إزاحة.
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الوحدة 5

.[0, 3π] أجد المسافة الكلية التي قطعها الجُسَيْم في الفترة 

الخطوة 1: أدرس إشارة السرعة.

أجد أصفار اقتران السرعة بمساواة هذا الاقتران بالصفر:
	اقتران السرعة v(t) = sin t

	بمساواة اقتران السرعة بالصفر sin t = 0

[0, 3π] في الفترة t بحلِّ المعادلة لـt = 0    t = π    t = 2π    t = 3π

أدرس إشارة اقتران السرعة حول أصفاره في الفترة المعطاة.

0

+++++ ----- +++++
t

π 2π 3π

v(t) إشارة

.[0, 3π] الخطوة 2: أُكامِل اقتران السرعة القياسية على الفترة

تكامل اقتران 
	= dالسرعة القياسية

⌠ 3π
⎮
⌡0

 |v(t)|dt = 
⌠ π
⎮
⌡0

 v(t)dt +
⌠ 2π
⎮
⌡π

 (-v(t))dt +
⌠ 3π
⎮
⌡2π

 v(t)dt

بتعويض 
v(t) = sin t	 = 

⌠ π
⎮
⌡0

 sin t dt +
⌠ 2π
⎮
⌡π

 (-sin t)dt +
⌠ 3π
⎮
⌡2π

 sin t dt

sin t تكامل	 = (-cos t)
⎮π
⎮
⎮0

 + cos t 
⎮2π
⎮
⎮π

 + (-cos t)
⎮3π
⎮
⎮2π

	بالتبسيط = 2 + 2 + 2 = 6

6 m هي [3 ,0π] إذن، المسافة الكلية التي قطعها الجُسَيْم في الفترة

ق من فهمي أتحقَّ

ك جُسَــيْم في مسار مستقيم، وتعطى ســرعته بالاقتران: v(t) = 3 cos t، حيث t الزمن  يتحرَّ
بالثواني، وv سرعته بالمتر لكل ثانية:

π ثانية من بَدْء الحركة.
6

 �إذا بدأ الجُسَيْم حركته من نقطة الأصل، فأجد موقع الجُسَيْم بعد  )a 

.[0, 2π] أجد إزاحة الجُسَيْم في الفترة  )b 

.[0, 2π] أجد المسافة الكلية التي قطعها الجُسَيْم في الفترة  )c 

3

ر أتذكَّ

أُعيــد تعريــف اقتــران 
الســرعة القياســية وَفقًا 

لإشارة السرعة.
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ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

أجد كُلًّاًّ من التكاملات الآتية:

1   
⌠
⎮
⌡

 (e2x-3 - √x ) dx		  2   
⌠
⎮
⌡

 (e0.5x - 3

e0.5x  ) dx	 3   
⌠
⎮
⌡

 (4 sin 5x - 5 cos 4x) dx 

4   
⌠
⎮
⌡

 (3 sec x tan x - 2
5x

 ) dx	 5   
⌠
⎮
⌡

 (√ex  - 1

√ex
 )2

 dx	 6   
⌠
⎮
⌡

 (sin (5 - 3x) + 2 + 4x2 ) dx

7   
⌠
⎮
⌡

 (ex + 1)2 dx			   8   
⌠
⎮
⌡

(e4-x + sin (4-x) + cos (4-x))dx

9   
⌠
⎮
⌡

 x4 - 6
2x

 dx			   10   
⌠
⎮
⌡

 (3 csc2 (3x + 2) + 5
x

 ) dx

11   
⌠
⎮
⌡

 ex + 1
ex  dx			   12   

⌠
⎮
⌡

 ex

ex + 4
 dx		  13   

⌠
⎮
⌡

 cos 2x
sin x cos x + 4

 dx

14   
⌠
⎮
⌡

 dx

5 - x
3

				    15   
⌠
⎮
⌡

 1
1 - sin x

 dx		  16   
⌠
⎮
⌡

 sec2 x (1 + ex cos2 x)dx

17   
⌠
⎮
⌡

 ( 2x  - 2x ) dx			   18   
⌠
⎮
⌡

 sin 3x cos 2x dx	 19   
⌠
⎮
⌡

 2x + 3

3x2 + 9x - 1
 dx

20   
⌠
⎮
⌡

 x2 + x + 1

x2 + 1
 dx			   21   

⌠
⎮
⌡

 ( 1 + cos x
sin2 x

 + (sin2 x csc x)) dx

22   
⌠
⎮
⌡

 (sec x + tan x)2 dx		  23   
⌠
⎮
⌡

 ex - e-x

ex + e-x  dx		  24   
⌠
⎮
⌡

 x2

x3 - 3
 dx

25   
⌠
⎮
⌡

 (9 cos2 x - sin2 x - 6 sin x cos x) dx 			   26   
⌠
⎮
⌡

(cos4 x - sin4 x)dx
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الوحدة 5

أجد قيمة كلٍّ من التكاملات الآتية:

27   
⌠ π
⎮
⌡0

 2 cos 1
2

 x  dx					    28   
⌠ 2π
⎮
⌡0

 |sin x | dx	

29   
⌠ e
⎮
⌡1

 8x

x2 + 1
 dx					     30   

⌠ π/6
⎮
⌡0

 sin 3x cos x dx

31   
⌠ π/3
⎮
⌡π/4

 cot2 x

1 + cot2 x
 dx				    32   

⌠ 3
⎮
⌡0

 (x - 5x ) dx

 f(x) = e0.5x - 2 :ومنحنى الاقتران x أجد مساحة المنطقة المُظلَّلة بين المحور�  33 

المُمثَّل في الشكل المجاور.

.a > 0 :حيث ،a 3 ⌠، فأجد قيمة الثابتa
⎮
⌡a

 2x + 1
x

 dx = ln 12 :إذا كان  34 

.a ≠ 0 :حيث ، ⌠ a
⎮
⌡0

 x

x2 + a2  dx = ln √2 :  أُثبتِ أنَّ 35 

f(x) = 4. إذا كانت مســاحة 
x

 �يُبيِّن الشــكل المجاور منحنــى الاقتران:  36 

المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران f(x)، والمحور x، والمستقيمين: 
.a هي 10 وحدات مُربَّعة، فأجد قيمة الثابت ،x = aو ،x = 1

.f(0) فأجد ،f(π) = 3 :وكان ،f(x) = 
⌠
⎮
⌡

 cos ( 1
2

 x + π) dx :إذا كان  37 

.y = 1 + sin 2x
2

x = π، فأُثبتِ أنَّه يُمكِن كتابة y في صورة: 
4

 = y، وكان: y = 1 عندما 
⌠
⎮
⌡

 sin ( π2  - 2x) dx :إذا كان�  38 

y

x0
-1

2 4

f(x) = e0.5x-2

y

x0 1 a

y = 4
x
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dy ميل المماس لمنحنى الاقتران y. أجد قاعدة الاقتران y إذا علمْتُ أنَّ منحناه يمرُّ 
dx

 = e2x - 2e-x :يُمثِّل الاقتران�  39 

بالنقطة (1 ,0).

.bو ،a :فأجد قيمة الثابتين النسبيين ،⌠ π
⎮
⌡π/9

 (9 + sin 3x) dx = aπ + b :إذا كان�  40 

.f(x) = ln | cos 3
cos x

 | + 5 :  �إذا كان: f '(x) = tan x، وكان: f(3) = 5، فأُثبتِ أنَّ 41 

 �يُمثِّل الاقتران: f '(x) = cos2 x ميــل المماس لمنحنى الاقتران f(x). أجد قاعدة الاقتران f إذا علمْتُ أنَّ منحناه  42 

يمرُّ بنقطة الأصل.

ك جُسَــيْم في مسار مستقيم، وتعطى ســرعته بالاقتران: v(t) = e-2t، حيث t الزمن بالثواني، وv سرعته بالمتر لكل  يتحرَّ
ثانية. إذا كان الموقع الابتدائي للجُسَيْم هو m 3، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

 موقع الجُسَيْم بعد t ثانية. 43 

 موقع الجُسَيْم بعد 100 ثانية. 44 

دة بالانقراض فــي غابة، تَبيَّن أنَّ عدد  بيئة: في دراســة تناولت أحــد أنواع الحيوانات المُهدَّ
ل: P '(t) = - 0.51e-0.03t، حيث t الزمن بالسنوات  حيوانات هذا النوع P(t) يتغيَّر بمُعدَّ

بعد بَدْء الدراسة:

 �أجــد قاعدة الاقتران P(t) عند أيِّ زمن t، علمًا بأنَّ عدد حيوانات هذا النوع عند بَدْء  45 

الدراسة هو 500 حيوان.

ب إجابتي إلى أقرب عدد صحيح.  أجد عدد الحيوانات بعد 10 سنوات من بَدْء الدراسة، وأُقرِّ 46 

طــب: في تجربة لــدواء جديد أُعطيِ لمريض لديــه ورم حميد، حجمــه cm3 30، تَبيَّن أنَّ 
P '(t) = 0.15 - 0.9e0.006t :ل  حجم الــورم بعد t يومًا مــن بَدْء التجربــة يتغيَّــر بمُعــدَّ

:)cm3/day( مَقيسًا بوحدة

 أجد قاعدة حجم الورم بعد t يومًا من بَدْء التجربة.  47 

 أجد حجم الورم بعد 10 أيام من بَدْء التجربة. 48 
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الوحدة 5

مهارات التفكير العليا

ر إجابتي: �تبرير: أجد مساحة المنطقة المُظلَّلة في كلٍّ من التمثيلين البيانيين الآتيين، ثمَّ أُبرِّ

49   
y

0

-1

1

x

2π

f(x) = sin x 			   50   
y

x
0

-1

1

2π

f(x) = sin 2x

: أجد كُلًّاًّ من التكاملات الآتية: تحدٍّ

51   
⌠
⎮
⌡

 sec x
sin x - cos x

  dx		  52   
⌠
⎮
⌡

 cot x
2 + sin x

  dx		  53   
⌠
⎮
⌡

 1

x ln x3  dx

.a > 0 :حيث ،a فأجد قيمة الثابت ،⌠ a
⎮
⌡1

 ( 1
x

 - 1
2x + 3

 ) dx = 0.5 ln 5 :تبرير: إذا كان�  54 

.⌠ π/4
⎮
⌡0

 cos x cos 3x dx - 
⌠ π/4
⎮
⌡0

 sin x sin 3x dx = 0 :  �تبرير: أُثبتِ بطريقتين مختلفتين أنَّ 55 

ر إجابتي. π/3k ⌠، فأجد قيمة الثابت k، ثمَّ أُبرِّ
⎮
⌡π/4k

 (1 - π sin kx) dx = π(7 - 6 √2 ) :تبرير: إذا كان�  56 

ك جُسَيْم في مسار مستقيم، وتعطى سرعته بالاقتران: : يتحرَّ تحدٍّ

v(t) = 
2t + 4                  , 0 ≤ t ≤ 6⎧

⎨
⎩ 20 -(t - 8)2    , 6 < t ≤ 10

حيث t الزمن بالثواني، وv سرعته بالمتر لكل ثانية. إذا بدأ الجُسَيْم حركته من نقطة الأصل، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

 موقع الجُسَيْم بعد 9 ثوانٍ من بَدْء الحركة. 58  		  موقع الجُسَيْم بعد 5 ثوانٍ من بَدْء الحركة. 57 

: يُبيِّن الشكل المجاور المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران:   �تحدٍّ 59 

.x = 45و ،x = 0 x، والمســتقيمين:   = y، والمحــور  1
x + 3

أجد قيمة k التي تقسم المنطقة المُظلَّلة إلى منطقتين متساويتين في 

المساحة.

y

x0 45k

y = 1
x + 3
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الدرس

2
إيجاد تكاملات باستعمال طريقة التعويض. 	  فكرة الدرس � 

التكامل بالتعويض. 	 المصطلحات � 

	�يُمثِّل الاقتران G(t) الكتلة الحيوية لمجتمع أسماك في بحيرة بعد t سنة   مسألة اليوم � 

ل تغيُّر الكتلة  من بَدْء دراستها، حيث G مَقيسة بالكيلوغرام. إذا كان مُعدَّ

 ،)kg/year( مَقيسًا بوحدة G' (t) =  60000e-0.6t

(1 + 5e-0.6t )2
الحيوية للأسماك هو: 

 ،25000 kg وكانت الكتلة الحيوية للأســماك عند بَدْء الدراســة هي

فأجد الكتلة الحيوية المُتوقَّعة للأسماك بعد 20 سنة من بَدْء الدراسة. 

التكامل بالتعويض

تعلَّمْتُ ســابقًا أنَّه يُمكِن اســتعمال التكامل لإيجاد اقتران أصلي للاقتــران المُكامَل، وذلك 

بالبحث عن اقتران مشــتقته تعطي الاقتــران المُكامَل. ولكنْ، لا يُمكِــن إيجاد اقتران أصلي 

⌠؛ لذا نلجأ إلى طرائق أُخرى للتكامل، منها 
⎮
⌡

 2x √x2 + 6 dx :لبعض التكاملات مباشرة، مثل

ن استعمال مُتغيِّر  طريقة التكامل بالتعويض )integration by substitution(، التي تتضمَّ

جديد بدلًًا من مُتغيِّر التكامل. 

التكامل بالتعويض
Integration by Substitution

م  أتعلَّ

عند اســتعمال التعويض 
لحــلِّ التكامــل، فــإنَّ 
التكامل الجديد يجب أنْ 
يكون كله بدلالــة المُتغيِّر 

الجديد.

ر أتذكَّ

لا توجد قاعــدة لتكامل 
الضــرب، أو تكامــل 

القسمة.

باع  ⎮⌠ باستعمال مُتغيِّر جديد، وليكن u، بدلًًا من المُتغيِّر x، باتِّ
⌡

 2x √x2 + 6 dx :يُمكِن إيجاد
الخطوات الآتية:

.u = x2 + 6 : الخطوة 1: افتراض أنَّ u هو المقدار أسفل الجذر التربيعي؛ أيْ إنَّ

.du
dx

 = 2x :وهي ،u الخطوة 2: إيجاد مشتقة

.dx = du
2x

 :dx الخطوة 3: حلُّ المعادلة لـ

الخطوة 4: استعمال المُتغيِّر u بدلًًا من المُتغيِّر x في التكامل.
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الوحدة 5

u = x2 + 6, dx = du
2x

	بتعويض  
⌠
⎮
⌡

 2x √x2 + 6 dx = 
⌠
⎮
⌡

 2x √u  × du
2x

	بالتبسيط = 
⌠
⎮
⌡

 √u du

ية 	الصورة الأسُِّ = 
⌠
⎮
⌡

 u1/2 du

ة 	تكامل اقترانات القوَّ = 2
3

 u3/2 + C

u = x2 + 6 بتعويض	 = 2
3

 (x2 + 6)3/2 + C

⎮⌠  أنَّ )2x( هو مشــتقة (x2 + 6). وبوجه عام، يُمكِن 
⌡

 2x √x2 + 6  dx :أُلاحِظ من التكامل
.⌠

⎮
⌡

 f(g(x)) g'(x) dx :حلُّ أيِّ تكامل بطريقة التعويض إذا أمكن كتابته في صورة

م  أتعلَّ

ــق مــن  يُمكِننــي التحقُّ
ــة إجابتــي بإيجــاد  صِحَّ
مشــتقة الاقتران الأصلي 
باستعمال قاعدة السلسلة، 
ثمَّ مقارنة الناتج بالاقتران 

المُكامَل:
d

dx
 ( 2

3
 (x2 +6)3/2+ C )

= 2
3

 ×  3
2

 (x2+6)1/2×2x

= 2x √x2 + 6

م  أتعلَّ

بوجــه عــام، إذا احتوى 
المُكامَــل علــى اقتران 
ومشــتقته، فإنَّــه يُمكِن 
حــلُّ التكامــل بتعويض 

الاقتران.

 ،I  اقترانًا مُتَّصِلًًا على f وكان ،I  اقترانًا قابلًًا للاشتقاق، ومداه الفترة u = g(x) :إذا كان
: فإنَّ

⌠
⎮
⌡

 f(g(x)) g'(x)dx = 
⌠
⎮
⌡

 f(u) du

التكامل بالتعويض للتكاملات غير المحدودة مفهوم أساسي

تحديد التعويض u الذي يُمكِن به تبسيط المُكامَل. الخطوة 1:	

	�التعبير عــن المُكامَل بدلالــة u وdu، وحذف مُتغيِّــر التكامل الأصلي  الخطوة 2:

ومشتقته حذفًا كاملًًا، ثمَّ كتابة المُكامَل الجديد في أبسط صورة.

	�إيجاد التكامل الجديد. الخطوة 3:

	�التعبير عن الاقتران الأصلي الذي تمَّ إيجاده في الخطوة السابقة باستعمال  الخطوة 4:

المُتغيِّر الأصلي عن طريق التعويض.

خطوات حلِّ التكامل بالتعويض مفهوم أساسي

يُمكِن تلخيص خطوات حلِّ التكامل بالتعويض على النحو الآتي:
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أجد كُلًّاًّ من التكاملات الآتية:
1  

⌠
⎮
⌡

 6x2 (2x3 - 3)4 dx

: ، فإنَّ : u = 2x3 - 3. ومن ثَمَّ أفترض أنَّ

du
dx

 = 6x2  ⟹  dx = du

6x2

u = 2x2 - 3, dx = du

6x2
	بتعويض 

⌠
⎮
⌡

 6x2 (2x3 - 3)4 dx = 
⌠
⎮
⌡

 6x2 (u)4 × du

6x2

	بالتبسيط = 
⌠
⎮
⌡

 u4 du

ة 	تكامل اقتران القوَّ = 1
5

 u5 + C

u = 2x2 - 3 بتعويض	 = 1
5

 (2x3 - 3)5 + C

2  
⌠
⎮
⌡

 sin x ecos x dx

: ، فإنَّ : u = cos x. ومن ثَمَّ أفترض أنَّ

du
dx

 = -sin x  ⟹  dx = du

-sin x

u = cos x, dx = du

-sin x
	بتعويض  

⌠
⎮
⌡

 sin x ecos x dx = 
⌠
⎮
⌡

 sin x eu × du

-sin x

	بالتبسيط = 
⌠
⎮
⌡

 - eu  du

ي الطبيعي المضروب في ثابت 	تكامل الاقتران الأسُِّ = -eu + C

u = cos x بتعويض	 = -ecos x + C

3  
⌠
⎮
⌡

 ln x
x

  dx

: ، فإنَّ : u = ln x. ومن ثَمَّ أفترض أنَّ
du
dx

 = 1
x

   ⟹  dx = x du

مثال 1

م أتعلَّ

لا أنســى عكــس عملية 
التعويــض بعــد إجــراء 

التكامل.

ر أتذكَّ

ــق مــن  يُمكِننــي التحقُّ

ــة إجابتــي بإيجاد  صِحَّ
مشــتقة نتيجــة التكامل، 
ثــمَّ مقارنتهــا بالاقتران 

المُكامَل.
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الوحدة 5

ر أتذكَّ

sin3 2x = (sin 2x )3

ر أُفكِّ

هل يُمكِن حــلُّ التكامل 
في الفــرع 5 من المثال 1 
باســتعمال التعويــض: 
ر  ـرِّ أُبـ u = cos 2x؟ 

إجابتي.

م  أتعلَّ

كتابــة المُكامَــل بصورة 
ل عمليــة  أُخــرى تُســهِّ

التعويض.

	بإعادة كتابة المُكامَل
⌠
⎮
⌡

 ln x
x

 dx = 
⌠
⎮
⌡

 1
x

 × ln x dx

u = ln x, dx = x du بتعويض	  = 
⌠
⎮
⌡

 1
x

 × u × x du

	بالتبسيط = 
⌠
⎮
⌡

 u du

ة 	تكامل اقتران القوَّ = 1
2

 u2 + C

u = ln x بتعويض	 = 1
2

 (ln x)2 + C

4  
⌠
⎮
⌡

 x3 cos (x4 - 5) dx

: ، فإنَّ : u = x4 - 5. ومن ثَمَّ أفترض أنَّ
du
dx

 = 4x3  ⟹  dx = du

4x3

u = x4 - 5, dx = du

4x3
	بتعويض  

⌠
⎮
⌡

 x3 cos (x4 - 5) dx = 
⌠
⎮
⌡

 x3 cos (u) × du

4x3

	بالتبسيط = 
⌠
⎮
⌡

 1
4

 cos u du

	تكامل cos u المضروب في ثابت = 1
4

 sin u + C

u = x4 - 5 بتعويض	 = 1
4

 sin (x4 - 5) + C

5  
⌠
⎮
⌡

 sin3 2x cos 2x dx

: ، فإنَّ : u = sin 2x. ومن ثَمَّ أفترض أنَّ
du
dx

 = 2 cos 2x  ⟹  dx = du
2 cos 2x

 u = sin 2x, بتعويض 
dx = du

2 cos 2x

	
⌠
⎮
⌡

 sin3 2x cos 2x dx = 
⌠
⎮
⌡

 u3 cos 2x × du
2 cos 2x

	بالتبسيط = 
⌠
⎮
⌡

 1
2

 u3 du

ة المضروب في ثابت 	تكامل اقتران القوَّ = 1
2

 × 1
4

 u4 + C

	بتعويض u = sin 2x، والتبسيط = 1
8

 sin4 2x + C
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6  
⌠
⎮
⌡

 51/x

x2   dx

: ، فإنَّ u = 1. ومن ثَمَّ
x

 : أفترض أنَّ
du
dx

 = - 1

x2   ⟹  dx = -x 2 du

u = 1
x

 , dx = -x2 du بتعويض	
⌠
⎮
⌡

 51/x

x2  dx = 
⌠
⎮
⌡

 5
u

x2  × -x 2 du

	بالتبسيط  = 
⌠
⎮
⌡

 -5
u
 du

ي المضروب في ثابت 	تكامل الاقتران الأسُِّ = - 5
u

ln 5
 + C

u = 1
x

	بتعويض  = - 51/x

ln 5
 + C

ق من فهمي أتحقَّ

أجد كُلًّاًّ من التكاملات الآتية:

a)  
⌠
⎮
⌡

 4x2 √x3 -5  dx			   b)  
⌠
⎮
⌡

 
1

2 √x
  e

√x
  dx

c)  
⌠
⎮
⌡

 
(ln x)3

x
 dx				   d)  

⌠
⎮
⌡

 
cos (ln x)

x
 dx

e)  
⌠
⎮
⌡

 cos4 5x sin 5x dx		  f)  
⌠
⎮
⌡

 x 2x2
 dx

من المُلاحَظ أنَّ مشــتقة u في الأمثلة الســابقة موجودة بصورة مباشــرة في المُكامَل، إلّّا أنَّ 
اســتعمال التكامل بالتعويض لا يقتصر على هــذه الحالة؛ إذ يُمكِن اســتعمال التعويض في 
حالات أُخرى، لكنَّها تكون بحاجة إلى إجراءات إضافية باستعمال التعويض لتبسيط المُكامَل 

وكتابته كاملًًا باستعمال المُتغيِّر الجديد.

أجد كُلًّاًّ من التكاملات الآتية:
1  

⌠
⎮
⌡

 x √2x + 5  dx

: ، فإنَّ : u = 2x + 5. ومن ثَمَّ أفترض أنَّ

du
dx

 = 2  ⟹  dx = du
2

مثال 2

م  أتعلَّ

لا يقتصــر اســتعمال 
التكامــل بالتعويض على 
التكامــات التي تحوي 

اقترانًا ومشتقته.
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الوحدة 5

u بدلالة x بكتابةu = 2x + 5  ⟹  x = 1
2

 (u-5)

u = 2x + 5, dx = du
2

	بتعويض  
⌠
⎮
⌡

 x √2x + 5 dx = 
⌠
⎮
⌡

 x × u1/2 × du
2

x = 1
2

 (u - 5) بتعويض	  = 
⌠
⎮
⌡

 1
2

 (u - 5) u1/2 × du
2

	بالتبسيط = 1
4

 
⌠
⎮
⌡

 (u3/2 - 5u1/2 ) du

ة 	تكامل اقتران القوَّ = 1
4

 ( 2
5

 u5/2 - 10
3

 u3/2 ) + C

u = 2x + 5 بتعويض	 = 1
10

 (2x + 5)5/2 - 5
6

 (2x + 5)3/2 + C

	الصورة الجذرية = 1
10

 √(2x + 5)5 - 5
6

 √(2x + 5)3 + C

2  
⌠
⎮
⌡

 x5 (1 + x2 )
3
 dx

: ، فإنَّ : u = 1 + x2. ومن ثَمَّ أفترض أنَّ
du
dx

 = 2x    ⟹  dx = du
2x

u بدلالة x2 بكتابةu = 1 + x2  ⟹  x2 = u - 1

u = 1 + x2, dx = du
2x

⌠بتعويض  
⎮
⌡

 x5 (1 + x2)3 dx = 
⌠
⎮
⌡

 x5 × u3 × du
2x

1 =بالتبسيط
2

 
⌠
⎮
⌡

 x4 × u3 du

x2 = u - 1 1 =بتعويض
2

 
⌠
⎮
⌡

 (u -1)2 × u3 du

1 =بالتبسيط
2

 
⌠
⎮
⌡

 (u2 - 2u +1) × u3 du

1 =خاصية التوزيع
2

 
⌠
⎮
⌡

 (u5 - 2u4 + u3 ) du

ة 1 =تكامل اقتران القوَّ
2

 ( 1
6

 u6 - 2
5

 u5 + 1
4

 u4 ) + C

1 =بتعويض u = 1 + x2، والتبسيط
12

 (1 + x2 )6 - 1
5

 (1+ x2 )5 + 1
8

 (1+ x2 )4 + C

م  أتعلَّ

أُلاحِظ أنَّ مشــتقة u هي 
(2)، وهذا يعني أنَّ  ثابت 
المُتغيِّــر x لا يُمكِن حذفه 
بالتبســيط مباشــرة، وإنَّما 
يتطلَّب ذلك تنفيذ إجراءات 
أُخرى؛ ما يدلُّ على وجوب 

.u بدلالة x كتابة

م  أتعلَّ

 u أُلاحِــظ أنَّ مشــتقة 
هــي (2x)، وهــذا يعني 
أنَّ المُتغيِّــر x لا يُمكِــن 
حذفه بالتبسيط المباشر، 
وإنَّمــا يتطلَّب ذلك تنفيذ 
إجراءات أُخرى؛ ما يدلُّ 
 x2 علــى وجــوب كتابة 

.u بدلالة

ر  أُفكِّ

هل يُمكِن حــلُّ التكامل 
في الفــرع 2 من المثال 2 
ر  بطريقــة أُخــرى؟ أُبــرِّ

إجابتي.
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3  
⌠
⎮
⌡

 e2x

ex + 1
  dx

: ، فإنَّ : u = ex + 1. ومن ثَمَّ أفترض أنَّ
du
dx

 = ex  ⟹  dx = du
ex

u بدلالة ex بكتابةu = ex + 1  ⟹  ex = u - 1

u = ex+1, dx = du
ex 	بتعويض  

⌠
⎮
⌡

 e2x

ex + 1
 dx = 

⌠
⎮
⌡

 e2x

u
 × du

ex

	بالتبسيط = 
⌠
⎮
⌡

 ex

u
 du

ex = u - 1 بتعويض	 = 
⌠
⎮
⌡

 u - 1
u

 du

	بتوزيع المقام على كل حدٍّ في البسط = 
⌠
⎮
⌡

 (1 - 1
u

 ) du

1
u 	تكامل الثابت، وتكامل  = u - ln |u| + C

u = ex + 1 بتعويض	 = (ex + 1) - ln |ex + 1| + C

|ex + 1| = ex + 1= ex + 1 - ln(ex + 1) + C

ق من فهمي أتحقَّ

أجد كُلًّاًّ من التكاملات الآتية:

a)  
⌠
⎮
⌡

 
x

√1 + 2x
  dx	     b)  

⌠
⎮
⌡

 x7 (x4 - 8)3  dx      c)  
⌠
⎮
⌡

 
e3x

(1 - ex )2  dx

ر  أتذكَّ

e2x = (ex )2

ر  أُفكِّ

هل يُمكِن حــلُّ الفرع 3 
مــن المثــال 2 بطريقــة 

ر إجابتي. أُخرى؟ أُبرِّ

ر  أُفكِّ

 ،u2 = x عنــد اشــتقاق 
ـق قواعــد  فإنَّنــي أُطبّـِ

الاشتقاق الضمني.

√ax + b  التكامل بالتعويض لتكاملات تحوي المقدار

يُمكِن اســتعمال التكامل بالتعويــض عند وجود المقــدار ax + b√  في بعض التكاملات، 
: u = √ax + b؛ بُغْيَةَ التخلُّص من الجذر. وذلك بافتراض أنَّ

n

n

n

أجد كُلًّاًّ من التكاملين الآتيين:
1  

⌠
⎮
⌡

 dx

x - √x
: ، فإنَّ :  u = √x. ومن ثَمَّ أفترض أنَّ

 u = √x  ⟹  u2 = xبتربيع طرفي المعادلة 

2u du
dx

 = 1  ⟹  dx = 2u du

مثال 3
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الوحدة 5

ر أتذكَّ

√(x +1)2 = (√x + 1)25 5

ر أُفكِّ

هل يُمكِن حــلُّ الفرع 2 
مــن المثــال 3 بطريقــة 

ر إجابتي. أُخرى؟ أُبرِّ

ر أُفكِّ

هل يُمكِن حــلُّ الفرع 1 
مــن المثــال 3 بإخراج 
x√ عامــاً مشــتركًا من 

المقــام، ثــمَّ التعويض؟ 
ر إجابتي. أُبرِّ

u = √x , u2 = x, dx = 2u du بتعويض	
⌠
⎮
⌡

 dx

x - √x
 = 

⌠
⎮
⌡

 2u

u2 - u
  du

	بالتبسيط = 
⌠
⎮
⌡

 2
u - 1

  du

1
au + b

	تكامل    = 2 ln |u - 1| + C

u = √x  بتعويض	 = 2 ln | √x -1 | + C

2  
⌠
⎮
⌡

 x √(x + 1)2  dx

: ، فإنَّ :  u = √x + 1. ومن ثَمَّ أفترض أنَّ

 u = √x + 1  ⟹  u5 = x + 1برفع طرفي المعادلة إلى الأسُِّ 5 

5u4 du
dx

 = 1    ⟹  dx = 5u4 du

u = √x + 1,  بتعويض 
x = u5-1, dx = 5u4 du	

⌠
⎮
⌡

 x √(x + 1)2 dx = 
⌠
⎮
⌡

 (u5 -1) u2 × 5u4 du

	خاصية التوزيع = 5 
⌠
⎮
⌡

(u11 - u6 )  du

ة 	تكامل اقتران القوَّ = 5 ( 1
12

 u12 - 1
7

 u7 ) + C

	بتعويض u = √x + 1 ، والتبسيط = 5
12

 √(x + 1)12 - 5
7

 √(x + 1)7 + C

ق من فهمي أتحقَّ

أجد كُلًّاًّ من التكاملين الآتيين:

a)  
⌠
⎮
⌡

 
dx

x + √x
3  				    b)  

⌠
⎮
⌡

 x √(1 - x)2  dx

5

5

5

5

5

55 5

3

ق الاقتران الأصلي، ويُمكِن بتعويضها إيجاد قيمة  لي هو نقطة تُحقِّ تعلَّمْتُ سابقًا أنَّ الشرط الأوَّ
ق شرط المسألة. ثابت التكامل C، ويُمكِن بها أيضًا إيجاد الاقتران الأصلي الوحيد الذي يُحقِّ
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ر  أُفكِّ

هل يُمكِــن حلُّ المثال 4 
ر  بطريقــة أُخــرى؟ أُبــرِّ

إجابتي.

 مثال 4 : من الحياة  

زراعة: يُمثِّل الاقتران V(t) سعر دونم أرض زراعية )بالدينار( 

  V ' (t) = 
0.4t 3

√0.2t 4 + 8000
بعد t ســنة من الآن. إذا كان: 

ل تغيُّر ســعر دونم الأرض، فأجــد V(t)، علمًا بأنَّ  هو مُعدَّ

 .JD 5000 سعر دونم الأرض الآن هو

.V '(t) :الخطوة 1: أجد تكامل الاقتران

V(t) = 
⌠
⎮
⌡

 V ' (t) dt	 V(t) = 
⌠
⎮
⌡

 
0.4t 3

√0.2t 4 + 8000
 dt

: ، فإنَّ : u = 0.2t 4 + 8000. ومن ثَمَّ أفترض أنَّ
du
dt

 = 0.8t3  ⟹  dt = du
0.8t3

u = 0.2t4 +8000,  بتعويض 
dt = du

0.8t3

	V (t) = 
⌠
⎮
⌡

 
0.4t 3

√0.2t 4 + 8000
 dt = 

⌠
⎮
⌡

 
0.4t 3

√u
 × du

0.8t3

ية 	بالتبسيط، والصورة الأسُِّ = 1
2

 
⌠
⎮
⌡

 u-1/2  du

ة المضروب في ثابت 	تكامل اقتران القوَّ = u1/2 + C

	الصورة الجذرية = √u + C

u = 0.2t4 + 8000 بتعويض	 = √0.2t 4 + 8000 + C

.C الخطوة 2: أجد ثابت التكامل

	قاعدة الاقتران V(t) = √0.2t 4 + 8000 + C

t = 0, V(0) = 5000 بتعويض	 5000 = √0.2(0)4 + 8000 + C

	بالتبسيط 5000 = 40 √5 + C

	بحلِّ المعادلة C = 5000 - 40 √5

إذن، اقتران سعر دونم الأرض بعد t سنة من الآن هو:

.V(t) = √0.2t 4 + 8000 + 5000 - 40 √5 

معلومة

تُستعمَل تقنية النانو لاستصلاح 
الأراضي الصحراوية وجعلها 
صالحة للزراعة، وذلك بزيادة 
درجة تشــبُّع التربة ومحتواها 
من الرطوبة، وزيادة تماسكها.
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الوحدة 5

م  أتعلَّ

400 في المســألة  العدد 
.x = 4 َّيعني أن

م  أتعلَّ

 ،cos3 x ـل  تحليـ إنَّ 
واســتعمال متطابقــة 
لان  فيثاغــورس، يُســهِّ
عملية التعويض، وظهور 
التكامل في الصورة الآتية: 

. ⌠⎮
⌡

 f(g(x)) g ' (x)dx

ق من فهمي أتحقَّ

أسعار: يُمثِّل الاقتران p(x) سعر قطعة )بالدينار( تُستعمَل في أجهزة الحاسوب، حيث x عدد 

ل تغيُّر ســعر هذه القطعة،   = p ' (x) هو مُعدَّ
-135 x

√9 + x2
القطــع المَبيعة منها بالمئات. إذا كان: 

فأجد p(x)، علمًا بأنَّ سعر بيع القطعة الواحدة هو JD 30 عندما يكون عدد القطع المَبيعة منها 

400 قطعة.

ــن  ــام المرفوعي ــب التم ــب وجي ــي الجي ــن اقتران ــات تتضمَّ ــض لاقتران ــل بالتعوي التكام

ــردي ــى أسٍُّ ف إل

تعلَّمْتُ في الدرس الســابق إيجــاد تكامل اقتراني الجيب وجيب التمــام المرفوعين إلى أُسٍّ 
ة، وتعلَّمْتُ أيضًا إيجاد تكامل الاقترانات المثلثية التي  زوجي باستعمال متطابقات تقليص القوَّ
تكون في صورة حاصل ضرب اقتراني جيب، أو اقتراني جيب تمام، أو اقتران جيب في اقتران 

جيب تمام.

أمّــا بالنســبة إلى التكامــات التي تحــوي اقتراني جيب وجيــب تمام مرفوعيــن إلى أُسٍّ 
فردي فيُمكِن اســتعمال التعويــض لإيجادها، إضافةً إلى اســتعمال المتطابقة المثلثية الآتية: 

 .sin2 x + cos2 x = 1

أجد كُلًّاًّ من التكاملين الآتيين:
1  

⌠
⎮
⌡

  cos3 x dx

cos2 x cos x إلى cos3 x بتحليل	
⌠
⎮
⌡

 cos3 x dx = 
⌠
⎮
⌡

 cos2 x cos x dx

	متطابقات فيثاغورس = 
⌠
⎮
⌡

 (1 - sin2 x) cos x dx

: ، فإنَّ :  u = sin x. ومن ثَمَّ أفترض أنَّ

du
dx

 = cos x  ⟹  dx = du
cos x

مثال 5
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إذن:

	
⌠
⎮
⌡

 cos3 x dx = 
⌠
⎮
⌡

 (1 - sin2 x) cos x  dx

u = sin x, dx = du
cos x

	بتعويض   = 
⌠
⎮
⌡

 (1- u2) cos x × du
cos x

	بالتبسيط = 
⌠
⎮
⌡

 (1- u2) du

ة، وتكامل الثابت 	تكامل اقتران القوَّ  = u - 1
3

 u3 + C

u = sin x بتعويض	 = sin x - 1
3

 sin3 x + C

2  
⌠
⎮
⌡

 cos4 x sin3 x  dx

: ، فإنَّ :  u = cos x. ومن ثَمَّ أفترض أنَّ

du
dx

 = -sin x  ⟹  dx = du
-sin x

إذن:

u = cos x, dx = du
-sin x

	بتعويض  
⌠
⎮
⌡

 cos4 x sin3 x  dx = 
⌠
⎮
⌡

 u4 sin3 x × du
-sin x

	بالتبسيط = -
⌠
⎮
⌡

 u4 sin2 x du

	متطابقات فيثاغورس = -
⌠
⎮
⌡

 u4 (1 - cos2 x) du

	بالتعويض = -
⌠
⎮
⌡

 u4 (1 - u2 ) du

	بالتبسيط = -
⌠
⎮
⌡

 (u4 - u6 ) du

ة 	تكامل اقتران القوَّ  = - ( 1
5

 u5 - 1
7

 u7 ) + C

u = cos x بتعويض	 = - 1
5

 cos5 x + 1
7

 cos7 x + C

ر أُفكِّ

هل يُمكِن حلُّ الفرع 2 من 
 cos2 x المثال 5 بتحويل 
ر  أُبرِّ sin2 x - 1؟  إلــى 

إجابتي.

م أتعلَّ

البَــدْء بالتعويض،  يُمكِن 
ثــمَّ اســتعمال متطابقــة 

فيثاغورس.
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الوحدة 5

أجد كُلًّاًّ من التكاملات الآتية:
1  

⌠
⎮
⌡

  tan3 x dx

tan2 x tan x إلى tan3 x بتحليل	
⌠
⎮
⌡

 tan3 x dx = 
⌠
⎮
⌡

 tan2 x tan x dx

	متطابقات فيثاغورس = 
⌠
⎮
⌡

 (sec2 x - 1) tan x dx

	خاصية التوزيع = 
⌠
⎮
⌡

 (sec2 x tan x - tan x) dx

	تكامل الفرق = 
⌠
⎮
⌡

 sec2 x tan x dx - 
⌠
⎮
⌡

 tan x dx

: ، فإنَّ :  u = tan x. ومن ثَمَّ ل، أفترض أنَّ للتكامل الأوَّ

du
dx

 = sec2 x  ⟹  dx = du

sec2 x

مثال 6

م  أتعلَّ

 �إذا كان أُسُّ كلٍّ مــن  ·

الجيب وجيب التمام 
ـا، فأســتعمل  زوجيّـً
متطابقــات تقليــص 

ة لحلِّ التكامل.  القوَّ

 �إذا كان أحــد الاقترانين  ·

مرفوعًا إلــى أُسٍّ فردي، 
ض الاقتران الآخر. فأُعوِّ

 �إذا كان كلا الاقترانين  ·

مرفوعًا إلى أُسٍّ فردي، 
ض الاقتران الذي  فأُعوِّ

ه أكبر. أُسُّ

م  أتعلَّ

 ،tan3 x ـل  تحليـ إنَّ 

متطابقــة  واســتعمال 
لان عملية  فيثاغورس، يُسهِّ
التعويض، وظهور التكامل 

في الصورة الآتية:
. ⌠⎮

⌡
 f(g(x)) g ' (x)dx 

ق من فهمي أتحقَّ

أجد كُلًّاًّ من التكاملين الآتيين:

a)  
⌠
⎮
⌡

 sin3 x  dx			   b)  
⌠
⎮
⌡

 cos5 x  sin2 x  dx

، أو ظلَّ التمام، أو القاطع، أو قاطع التمام  التكامل بالتعويض لاقترانات تتضمَّن الظلَّ

، أو اقتران ظلِّ التمام،  يُمكِن استعمال التكامل بالتعويض لإيجاد تكاملات تحوي اقتران الظلِّ
أو القاطــع، أو قاطع التمام، وتكون جميعهــا مرفوعة إلى أُسٍّ صحيــح موجب، إضافةً إلى 

.cot2 x = csc2 x - 1 و ،tan2 x = sec2 x - 1 :استعمال المتطابقتين المثلثيتين
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إذن:

	
⌠
⎮
⌡

 tan3 x dx = 
⌠
⎮
⌡

 sec2 x tan x dx - 
⌠
⎮
⌡

 tan x  dx

u = tan x, dx = du

sec2 x
	بتعويض    = 

⌠
⎮
⌡

 sec2 x × u × du

sec2 x
 -  

⌠
⎮
⌡

 tan x  dx

	بالتبسيط  = 
⌠
⎮
⌡

 u du - 
⌠
⎮
⌡

 sin x
cos x

 dx

f '(x)

f (x)
ة، وتكامل   	تكامل اقتران القوَّ  = 1

2
 u2 + ln |cos x | + C

u = tan x بتعويض	  = 1
2

 tan2 x + ln |cos x | + C

2  
⌠
⎮
⌡

 cot4 x  dx

cot2   cot2 x إلى cot4 x بتحليل	
⌠
⎮
⌡

 cot4 x  dx = 
⌠
⎮
⌡

 cot2 x  cot2 x  dx

	متطابقات فيثاغورس = 
⌠
⎮
⌡

 cot2 x (csc2 x - 1) dx

	خاصية التوزيع = 
⌠
⎮
⌡

 (cot2 x  csc2 x - cot2 x) dx

	تكامل الفرق = 
⌠
⎮
⌡

 cot2 x  csc2 x dx - 
⌠
⎮
⌡

 cot2 x dx

: ، فإنَّ :  u = cot x. ومن ثَمَّ ل، أفترض أنَّ للتكامل الأوَّ
du
dx

 = -csc2 x  ⟹  dx = du

-csc2 x

إذن:

	
⌠
⎮
⌡

 cot4 x  dx = 
⌠
⎮
⌡

 cot2 x  csc2 x dx - 
⌠
⎮
⌡

 cot2 x dx

u = cot x, بتعويض 
dx = du

-csc2 x

	 = 
⌠
⎮
⌡

 u2 × csc2 x × du

-csc2 x
 - 

⌠
⎮
⌡

 (csc2 x -1) dx

 - = 	بالتبسيط
⌠
⎮
⌡

 u2 × du - 
⌠
⎮
⌡

 (csc2 x -1) dx

csc2 x ة، وتكامل 1 - = 	تكامل اقتران القوَّ
3

 u3 + cot x + x + C

u = cot x بتعويض	 = - 1
3

 cot3 x + cot x + x + C

أخطاء شائعة

يُخطئِ بعض الطلبة أثناء 
، وذلك بعدم توزيع  الحلِّ
الإشارة السالبة التي تسبق 

التكامل: 
⌠
⎮
⌡

 (csc2 x -1) dx

على كل حــدٍّ من حدود 
الاقتران الأصلي الناتج.

ر أُفكِّ

هل يُمكِن حــلُّ الفرع 1 
مــن المثــال 6 بطريقــة 

ر إجابتي. أُخرى؟ أُبرِّ

م أتعلَّ

لحلِّ التكامل: 
⌠، إذا كانت 

⎮
⌡

 cotn x dx

n ≥ 4، حيث n عدد 

زوجي، أكتب التكامل 
في الصورة الآتية:

⌠
⎮
⌡

 cotn x dx =  

⌠
⎮
⌡

 cotn-2x(csc2x-1)dx
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الوحدة 5

التكامل بالتعويض للتكاملات المحدودة

لًًا بدلالة  توجد طريقتان لإيجاد قيمة تكامل محدود بالتعويــض؛ إحداهما: إيجاد التكامل أوَّ
المُتغيِّــر الأصلي، ثمَّ تعويض حدود التكامل، والأخُرى: تغيير حدود التكامل عند تغيير مُتغيِّر 

التكامل، وهذه الطريقة هي أكثر تفضيلًًا.

3  
⌠
⎮
⌡

 sec4 x tan3 x  dx

: ، فإنَّ :  u = tan x. ومن ثَمَّ أفترض أنَّ

du
dx

 = sec2 x  ⟹  dx = du

sec2 x

إذن:

u = tan x, dx = du

sec2 x
	بتعويض  

⌠
⎮
⌡

 sec4 x  tan3 x  dx = 
⌠
⎮
⌡

 sec4 x × u3 × du

sec2 x

	بالتبسيط = 
⌠
⎮
⌡

 sec2 x × u3  du

	متطابقات فيثاغورس = 
⌠
⎮
⌡

 (1 + tan2 x) u3 du

	بالتبسيط  = 
⌠
⎮
⌡

 (1 + u2 )u3 du

	خاصية التوزيع  = 
⌠
⎮
⌡

 (u3 + u5 ) du

ة 	تكامل اقتران القوَّ  = 1
4

 u4 + 1
6

 u6 + C

u = tan x بتعويض	  = 1
4

 tan4 x + 1
6

 tan6 x + C

ق من فهمي أتحقَّ

أجد كُلًّاًّ من التكاملات الآتية:

a)  
⌠
⎮
⌡

 tan4 x  dx		  b)  
⌠
⎮
⌡

 cot5 x  dx	 c)  
⌠
⎮
⌡

 sec4 x  tan6 x  dx

ر  أُفكِّ

هل يُمكِن حــلُّ الفرع 3 
مــن المثــال 6 بافتراض 
ر  أُبــرِّ u = sec x؟   : أنَّ

إجابتي.
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: إذا كان ′ g  مُتَّصِلًًا على [a, b]، وكان f  مُتَّصِلًًا على مدى u = g(x)، فإنَّ

 
⌠ b
⎮
⌡a

 f(g(x)) g' (x) dx = 
⌠ g(b)
⎮
⌡g(a)

 f(u) du

التكامل بالتعويض للتكاملات المحدودة مفهوم أساسي

أجد قيمة كلٍّ من التكاملين الآتيين:
1  

⌠ π/2
⎮
⌡0

 cos x  √1 + sin x  dx

	·: ، فإنَّ : u = 1 + sin x. ومن ثَمَّ أفترض أنَّ

du
dx

 = cos x  ⟹  dx = du
cos x

أُغيِّر حدود التكامل:·	

الحدُّ السفليالحدُّ العلوي 

x = π
2

  ⟹ u = 1 + sin π
2

 = 2 x = 0 ⟹ u = 1+ sin(0) = 1

u = 1+ sin x, بتعويض 
dx = du

cos x
	
⌠ π/2
⎮
⌡0

 cos x √1+ sin x  dx = 
⌠ 2
⎮
⌡1

 cos x √u  du
cos x

	بالتبسيط = 
⌠ 2
⎮
⌡1

 √u  du

ية 	الصورة الأسُِّ = 
⌠ 2
⎮
⌡1

 u1/2  du

ة 	تكامل اقتران القوَّ = 2
3

 u3/2  
⎮ 2
⎮
⎮1

	الصورة الجذرية = 2
3

 √u3  
⎮ 2
⎮
⎮1

	بالتعويض = 2
3

 ( √23 - √13 )

	بالتبسيط = 2
3

 (√8-1)

مثال 7
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الوحدة 5

2  
⌠ 25
⎮
⌡1

 x

√2x - 1
  dx

	·: ، فإنَّ : u = √2x - 1. ومن ثَمَّ أفترض أنَّ

	بتربيع طرفي المعادلة  u = √2x - 1  ⟹  u2 = 2x - 1 

	 ⟹  x = 1
2

 (u2 + 1)

	 2u du
dx

 = 2  ⟹  dx = u du 

أُغيِّر حدود التكامل:·	

الحدُّ السفليالحدُّ العلوي 

x = 25  ⟹  u = √2(25) -1 = 7x = 1  ⟹  u = √2(1) - 1 = 1

u = √2x-1 , بتعويض 
x =  1

2
 (u2 + 1), dx = udu

	
⌠ 25
⎮
⌡1

 x

√2x - 1
  dx = 

⌠ 7
⎮
⌡1

 1
2

 × 
u2 + 1

u
 × u du

	بالتبسيط = 1
2

 
⌠ 7
⎮
⌡1

 (u2 + 1) du

ة 	تكامل اقتران القوَّ = 1
2

 ( 1
3

 u3 + u) 
⎮ 7
⎮
⎮1

	بالتعويض = 1
2

 (( 1
3

 (7)3 + 7) - ( 1
3

 (1)3 + 1))

	بالتبسيط = 60

ق من فهمي أتحقَّ

أجد قيمة كلٍّ من التكاملين الآتيين:

a)  
⌠ 2
⎮
⌡0

 x(x + 1)3  dx			   b)  
⌠ π/3
⎮
⌡0

 sec x  tan x  √sec x + 2  dx

ر  أُفكِّ

هل يُمكِن حــلُّ الفرع 2 
مــن المثــال 7 بطريقــة 

ر إجابتي. أُخرى؟ أُبرِّ

م  أتعلَّ

لا يجــوز أنْ تحتوي فترة 
حدود التكامــل على أيِّ 

صفر من أصفار المقام.
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ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

أجد كُلًّاًّ من التكاملات الآتية:

1    ⌠
⎮
⌡

 x2 (2x3 + 5)4  dx		  2    ⌠
⎮
⌡

 x2  √x + 3  dx			   3    ⌠
⎮
⌡

 x(x + 2)3  dx

4    ⌠
⎮
⌡

 x

√x + 4
  dx			   5    ⌠

⎮
⌡

 esin x cos x dx			   6    ⌠
⎮
⌡

 e3x

ex + 1
  dx

7    ⌠
⎮
⌡

 sec4 x  dx			   8    ⌠
⎮
⌡

 tan x

cos2 x
  dx			   9    ⌠

⎮
⌡

 
sin (ln x)

x
 dx

10    ⌠
⎮
⌡

 sin 2x (4 + sin2 x)3 dx	 11    ⌠
⎮
⌡

 
2ex - 2e-x

(ex + e-x )2
  dx			   12    ⌠

⎮
⌡

 -x

(x + 1) √x + 1
  dx

13    ⌠
⎮
⌡

 x  ∛x + 10  dx			  14    ⌠
⎮
⌡

 (sec2 x
2

  tan7 x
2

 ) dx 		  15    ⌠
⎮
⌡

 
sec3 x + esin x

sec x
  dx 

16    ⌠
⎮
⌡

 (1 + ∛sin x ) cos3 x  dx	 17    ⌠
⎮
⌡

 sin x  sec5 x  dx		  18    ⌠
⎮
⌡

 
sin x + tan x

cos3 x
  dx

أجد قيمة كلٍّ من التكاملات الآتية:

19    ⌠ √e
⎮
⌡1

 
sin(π ln x)

x
  dx		  20    ⌠ π/2

⎮
⌡0

 x sin x2 dx			   21    ⌠ 1
⎮
⌡0

 x3

√1 + x2
  dx

22    ⌠ π/3
⎮
⌡0

 sec2 x  tan5 x  dx		  23    ⌠ 3
⎮
⌡1

 (x - 1)e(x - 1)
2

  dx		  24    ⌠ 4
⎮
⌡1

 
√2 + √x

√x
  dx

25    ⌠ 1
⎮
⌡0

 
10 √x

(1 + √x3 )2
  dx			   26    ⌠ π/6

⎮
⌡0

 2cos x sin x  dx		  27    ⌠ π/2
⎮
⌡π/4

 csc2 x cot5 x  dx
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الوحدة 5

أجد مساحة المنطقة المُظلَّلة في كلٍّ من التمثيلات البيانية الآتية:

28    y

x
0

1
-1

y = 6x(x2 +1)3

				    29    y

x0 1 2 4

y = 
(x -1)3

x

30   

A

B

0 2
-1

y

x

y = xex2 				    31   

0

0.25

0.5 1.0

0.50

0.75

1.00
y

x

y = 2x cos x2+( )6
π

x = 
6
π√

في كلٍّ ممّا يأتي المشــتقة الأولى للاقتران f(x)، ونقطة يمرُّ بها منحنى y = f(x). أســتعمل المعلومات المعطاة لإيجاد 
:f(x) قاعدة الاقتران

32    f '(x) = 2x(4x2 - 10)2 ; (2, 10)			   33    f '(x) = x2 e-0.2x
3

 ; (0, 3
2

 )

:f(x) = x(x-2)4 :يُبيِّن الشكل المجاور جزءًا من منحنى الاقتران

.x أجد إحداثيي نقطة تماس الاقتران مع المحور  34 

.x والمحور  f(x) أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران  35 

ك جُسَيْم في مســار مستقيم، وتعطى ســرعته بالاقتران: v(t) = sin ωt  cos2 ωt، حيث t الزمن بالثواني،   �يتحرَّ 36 

و v سرعته بالمتر لكل ثانية، وω ثابت. إذا انطلق الجُسَيْم من نقطة الأصل، فأجد موقعه بعد t ثانية.

 �طــب: يُمثِّل الاقتران C(t) تركيز دواء في الدم بعد t دقيقة من حقنه في جســم  37 

ــب ( mg/cm3). إذا  مريض، حيث C مَقيســة بالملّيغرام لكل ســنتيمتر مُكعَّ
كان تركيز الدواء لحظة حقنه في جســم المريض mg/cm3 0.5، وأخذ يتغيَّر 

.C(t) فأجد ،C ' (t) =  -0.01e-0.01t

(1 + e-0.01t)2
ل:   بمُعدَّ

y

x0

f(x) = x(x-2)4
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a ، حيث: a، وb، وc، وd ثوابت صحيحة.
b

 + c ln d :ثمَّ أكتب الإجابة بالصيغة الآتية ،⌠ ln 4
⎮
⌡ln 3

 e4x

ex - 2
  dx :أجد قيمة  38 

مهارات التفكير العليا

تبرير: إذا كان الشــكل المجاور يُمثِّل منحنى الاقتران: 
f(x) = 3 cos x √sin x + 1، فأُجيب عن الأســئلة 

الآتية تباعًا:

.Dو ،Cو ،Bو ،A :أجد إحداثيي كلٍّ من النقاط  39 

 أجد مساحة المنطقة المُظلَّلة. 40 

R المساحة نفسها.
2
R والمنطقة 

1
 أُبيِّن أنَّ للمنطقة  41 

.u = x1/4  َّأو أن ،u = 1 + x3/4  َّإرشاد: أفترض أن  .⌠ 16
⎮
⌡ 1

 
√x

1+ ∜x3
  dx :أجد قيمة :  تحدٍّ 42 

.⌠ π/2
⎮
⌡0

 f(cos x) dx = 
⌠ π/2
⎮
⌡0

 f(sin x) dx :  تبرير: إذا كان f اقترانًا مُتَّصِلًًا، فأُثبتِ أنَّ 43 

. ⌠ 1
⎮
⌡0

 xa (1 - x)b dx = 
⌠ 1
⎮
⌡0

 xb (1 - x)a dx :  تبرير: إذا كان a وb عددين حقيقيين موجبين، فأُثبتِ أنَّ 44 

: أجد كُلًّاًّ من التكاملات الآتية: تحدٍّ

45   
⌠
⎮
⌡

 
dx

x ln x (ln (ln x))
 			  46   

⌠
⎮
⌡

 sin 2x (1 + sin x)3  dx		   47   
⌠
⎮
⌡

 
1

√x - ∛x
  dx

إرشاد للسؤال 47: ما المضاعف المشترك الأصغر لدليلي الجذرين؟

y

D

A C

B

R2

R
1

x0

f(x) = 3cos x √sin x +1
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الدرس

 	 إيجاد تكاملات باستعمال طريقة الكسور الجزئية. فكرة الدرس � 

التكامل بالكسور الجزئية. 	 المصطلحات � 

.f(x) = 
1

x3 + x
	�يُبيِّن الشكل المجاور منحنى الاقتران:   مسألة اليوم � 

أجد مساحة المنطقة المُظلَّلة منه. 			 

التكامل بالكسور الجزئية 

تعلَّمْتُ ســابقًا أنَّ الاقترانات النســبية هي اقترانات يُمكِن كتابتها في صورة نســبة بين كثيري 

f(x) ، حيث: g(x) ≠ 0، ومن أمثلتها:

g(x)
حدود، مثل: 

f(x) = 
2x + 1

x2 - 1
   ,    g(x) = 

x5 + 2x3 - x

x2 - 4x + 8
   ,    h(x) = 

1

x2 - 3x - 4

تعلَّمْتُ أيضًا تجزئة المقادير النســبية؛ وهي عملية تُفْضي إلى كتابة المقدار النسبي في صورة 

P(x) ، حيــث P وQ كثيرا حدود لا توجد 

Q(x)
مجموع مقادير نســبية أبســط، كلٌّ منها في صورة: 

بينهما عوامل مشتركة، ودرجة P أقلُّ من درجة Q، وكلٌّ منهما يُسمّى كسرًا جزئيًّا.

يُمكِن اســتعمال تجزئة المقادير النســبية لإيجاد تكامل اقترانات نسبية بطريقة تُسمّى التكامل 
.)integration by partial fractions( بالكسور الجزئية

التكامل بالكسور الجزئية
Integration by Partial Fractions

y

x0 10.5

0.5

1.5 2

f(x) = 
x3 + x

1

1

1.5

 3

كسر جزئيكسر جزئي

تجزئة المقدار النسبي

x + 14

(x - 4)(x + 2)
 = 

3

x - 4
 + 

-2

x + 2

م أتعلَّ

تقــوم طريقــة التكامــل 
بالكســور الجزئيــة على 
تحويل الاقتران النســبي 
إلــى مجمــوع اقترانات 

نسبية أبسط.
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وبما أنَّ عملية تجزئة المقادير النســبية تعتمد على عوامل المقام، فإنَّه توجد حالات للتكامل 
بالكســور الجزئية بناءً على نوع عوامل المقام، مثل الحالات الثلاث الآتية التي سأتعلَّمها في 

هذا الدرس: 

عوامل المقام كثيرات حدود خطِّية مختلفة.·	

ر.·	 عوامل المقام كثيرات حدود خطِّية، أحدها مُكرَّ

عوامل المقام كثيرات حدود، أحدها تربيعي غير قابل للتحليل )مُميِّزه سالب(، وغير ·	
ر. مُكرَّ

التكامل بالكسور الجزئية: عوامل المقام كثيرات حدود خطِّية مختلفة

 خطِّية 
P(x)

Q(x)
تعلَّمْتُ ســابقًا أنَّه إذا كانت جميع عوامل كثير الحدود في مقام المقدار النســبي 

ومختلفة، وكانت درجة البسط أقلَّ من درجة المقام، ولا توجد بينهما عوامل مشتركة، فإنَّ كُلًّاًّ 

: منها يُقابلِ كسرًا جزئيًّا، بسطه ثابت، ومقامه عامل خطِّي؛ أيْ إنَّ

P(x)

Q(x)
 = 

A
1

a
1
 x + b

1

 + 
A

2

a
2
 x + b

2

 + 
A

3

a
3
 x + b

3

 + ⋯ + 
A

n

a
n
 x + b

n

أُلاحِظ أنَّ تكامل كلٍّ من الكسور الجزئية الناتجة في هذه الحالة هو اقتران لوغاريتمي طبيعي.

.⌠
⎮
⌡

 
x - 5

x2 - x - 2
  dx :أجد

ئ المقدار النسبي. الخطوة 1: أُجزِّ

	بتحليل المقام
x - 5

x2 - x - 2
 = 

x - 5

(x + 1)(x - 2)

	بكتابة كسرين جزئيين مقاماهما العاملان الخطِّيان
x - 5

(x + 1)(x - 2)
 = A

x + 1
 + B

x - 2

بضرب طرفي المعادلــة في )م. م. أ( 
	لمقامي الكسرين الجزئيين x - 5 = A(x - 2) + B(x + 1)

مثال 1
ر  أتذكَّ

تبدأ عملية كتابة الاقتران 
النسبي في صورة حاصل 
جمع كسور جزئية عندما 
تكون درجة البســط أقلَّ 

من درجة المقام.
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الوحدة 5

التكامل بالكسور الجزئية: عوامل المقام كثيرات حدود خطِّية، أحدها مُكرَّر

رًا n من  يًّا مُكرَّ تعلَّمْتُ ســابقًا أنَّه إذا كان التحليل الكامل لمقام مقدار نسبي يحوي عاملًًا خطِّ
المَرّات، فإنَّ هذا العامل يُقابلِ n من الكسور الجزئية التي تكون في صورة:

A
1

(ax + b)1 + 
A

2

(ax + b)2 + 
A

3

(ax + b)3 + ⋯ + 
A

n

(ax + b)n

أُلاحِــظ أنَّ جميع الكســور الناتجة تُفْضي إلــى اقتران تكامله اقتــران لوغاريتمي طبيعي، أو 
تكامل: n-(ax + b) المضروب في ثابت.

x = -1 بتعويض	 (-1)-5 = A((-1)-2) + B((-1)+1) ⟹ A = 2

x = 2 بتعويض	 (2)-5 = A((2)-2) + B((2)+1) ⟹ B = -1

x - 5 في الصورة الآتية:

x2 - x - 2
إذن، يُمكِن تجزئة المقدار: 

x - 5

x2 - x - 2
 = 

2

x + 1
 - 

1

x - 2

الخطوة 2: أجد التكامل.

	التكامل بالكسور الجزئية
⌠
⎮
⌡

 
x - 5

x2 - x - 2
  dx = 

⌠
⎮
⌡

 ( 
2

x + 1
 - 

1

x - 2
 )  dx

1
ax + b

 تكامل  

المضروب في ثابت
	 = 2 ln |x + 1| - ln |x - 2|  + C

	بالتبسيط = ln | (x + 1)2

x - 2
 | + C

ق من فهمي أتحقَّ

أجد كُلًّاًّ من التكاملين الآتيين:

a)  
⌠
⎮
⌡

 
x - 7

x2 - x - 6
  dx				    b)  

⌠
⎮
⌡

 
3x - 1

x2 - 1
  dx

ر  أتذكَّ

يُمكِــن إيجــاد قيمة كلٍّ 
مــن A وB بتعويــض 
 ،x دة للمُتغيِّر  قِيَم مُحــدَّ
حيــث إنَّ اختيار تعويض 
x = -1 يــؤدّي إلــى 

B، وقَصْر  حذف المُتغيِّر 
المعادلــة علــى مجهول 
واحــد، هــو A؛ واختيار 
تعويض x = 2 يؤدّي إلى 
A، وقَصْر  حذف المُتغيِّر 
المعادلــة علــى مجهول 
B؛ ما يجعل  واحد، هــو 
 B و A إيجاد قيمة كلٍّ من

أسهل.
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.⌠
⎮
⌡

 
3x2 + 2

x3 - 2x2 + x
  dx :أجد

ئ المقدار النسبي. الخطوة 1: أُجزِّ

	بتحليل المقام
3x2 + 2

x3 -2x2 + x
 = 

3x2 + 2

x(x -1)2

	بكتابة الكسور الجزئية
3x2 + 2

x(x -1)2
 = A

x
 + B

x - 1
 + C

(x - 1)2

3x2 + 2 = A(x-1)2 + Bx(x - 1) + Cxبضرب طرفي المعادلة في )م. م. أ( لمقامات الكسور الجزئية

x = 0 2 + 2(0)3بتعويض = A(0-1)2 + B(0)(0-1) + C(0) ⟹ A = 2

x = 1 2 + 2(1)3بتعويض = A(1-1)2 + B(1)(1-1) + C(1) ⟹ C = 5

x = -1, بتعويض 
A = 2, C = 5

	3(-1)2 + 2 = (2)((-1)-1)2 + B(-1)((-1)-1)+(5)((-1))⟹B = 1

3x2 + 2 في الصورة الآتية:

x3 -2x2 + x
إذن، يُمكِن تجزئة المقدار: 

3x2 + 2

x3 -2x2 + x
 = 2

x
 + 1

x - 1
 + 5

(x - 1)2

الخطوة 2: أجد التكامل.

⌠التكامل بالكسور الجزئية
⎮
⌡

 
3x2 + 2

x3 -2x2 + x
 dx = 

⌠
⎮
⌡

 ( 2
x

 + 1
x - 1

 + 5

(x - 1)2 )  dx

 =تعريف الأسُِّ السالب
⌠
⎮
⌡

 ( 2
x

 + 1
x - 1

 + 5(x-1)-2 ) dx

(ax + b)n 1 المضروب في ثابت، وتكامل
ax + b

ln |x| + ln |x - 1| - 5(x - 1)-1 + C 2 =تكامل  

ln |x| + ln |x - 1| - 5 2 =تعريف الأسُِّ السالب

(x - 1)
 + C

مثال 2

ر  أتذكَّ

 ،x = 0 :ض لإيجاد قيمــة B، لا أُعوِّ
أو: x = 1 فــي المعادلــة؛ لأنَّ ذلــك 
B المطلوب إيجادها،  ســيحذف قيمة 
ض أيَّ عــدد حقيقي آخر،  وإنَّما أُعــوِّ

مثل: 2، و3، و  1-.
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الوحدة 5

ق من فهمي أتحقَّ

أجد كُلًّاًّ من التكاملين الآتيين:

a)  
⌠
⎮
⌡

 
x + 4

(2x -1)(x -1)2 
  dx			   b)  

⌠
⎮
⌡

 
x2 - 2x - 4

x3 - 4x2 + 4x
  dx

التكامل بالكسور الجزئية: عوامل المقام كثيرات حدود، أحدها تربيعي غير قابل للتحليل، وغير مُكرَّر

ر، ولا يُمكِن تحليله )مُميِّزه سالب(. وفي هذه  تعلَّمْتُ سابقًا أنَّ تحليل مقام المقدار النسبي قد يحوي عاملًًا تربيعيًّا غير مُكرَّ
الحالة، ينتج من العامل التربيعي كسر جزئي، بسطه كثير حدود خطِّي في صورة: Ax + B، ومقامه العامل التربيعي نفسه.

.⌠
⎮
⌡

 
5x2 - 4x + 2

(x - 1)(x2 + 2)
  dx :أجد

ئ المقدار النسبي. الخطوة 1: أُجزِّ

	بكتابة الكسور الجزئية
5x2 - 4x + 2

(x - 1)(x2 + 2)
 = A

x - 1
 + Bx + C

x2 + 2

5x2 - 4x + 2 = A(x2 + 2) + (Bx + C)(x - 1)	بضرب طرفي المعادلة في )م. م. أ( لمقامات الكسرين الجزئيين

x = 1 2 + (1)4 - 2(1)5بتعويض = A((1)2 + 2) + (B(1) + C)(1 - 1) ⟹ A = 1

x = 0, A = 1 (2 + 2(0))(1) = 2 + (0)4 - 2(0)5بتعويض + (B(0) + C)(0-1) ⟹ C = 0

x = 2, A = 1, C = 0  (2 + 2(2))(1) = 2 + (2)4 - 2(2)5بتعويض + (B(2) + 0)(2-1) ⟹ B = 4

5x2 - 4x + 2 في الصورة الآتية:

(x - 1)(x2 + 2)
إذن، يُمكِن تجزئة المقدار: 

5x2 - 4x + 2

(x - 1)(x2 + 2)
 = 

1

x - 1
 + 

4x

x2 + 2

مثال 3
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الخطوة 2: أجد التكامل.

	التكامل بالكسور الجزئية
⌠
⎮
⌡

 
5x2 - 4x + 2

(x - 1)(x2 + 2)
  dx = 

⌠
⎮
⌡

 ( 
1

x - 1
 + 

4x

x2 + 2
 ) dx

f '(x)
f(x)

1 ، وتكامل 
ax + b

	تكامل   = ln |x-1| + 2 ln |x2 + 2| + C

ق من فهمي أتحقَّ

أجد كُلًّاًّ من التكاملين الآتيين:

a)  
⌠
⎮
⌡

 
3x + 4

(x-3)(x2 +4)
  dx				    b)  

⌠
⎮
⌡

 
7x2 -x +1

x3 + 1
  dx

التكامل بالكســور الجزئية: درجة كثير الحدود في البســط مُساوِية لدرجة كثير الحدود 

في المقام، أو أكبر منها

f(x) = 
P(x)

Q(x)
تعلَّمْتُ في الأمثلة السابقة إيجاد تكاملات لاقترانات نسبية مختلفة في صورة: 

 .Q(x) أقلَّ من درجة P(x) وتكون درجة ،Q(x)و P(x) بحيث لا توجد عوامل مشتركة بين ،

ولكنْ، إذا كانت درجة P(x) مُســاوِية لدرجة Q(x)، أو أكبر منها، فإنَّه يَلزم تبســيط الاقتران 

النسبي بقسمة P على Q، ثمَّ إيجاد التكامل بالكسور الجزئية إذا لزم.

.⌠
⎮
⌡

 
3x4 - 1

x2 - 1
  dx :أجد

الخطوة 1: أَقسِم البسط على المقام.

3x2 + 3

x2 - 1 3x4                  -1

(-) 3x4  -  3x2

              3x2    -1

      (-) 3x2    -3

	           +2

مثال 4
ر  أتذكَّ

f (x) اقترانًا نسبيًّا 

g (x)
إذا كان 

فيه درجــة f(x) أكبر من 

 ،g(x) أو تساوي( درجة(

 ،q(x) وكان ناتج القسمة

: وباقي القسمة r(x)، فإنَّ

. f (x)

g (x)
 = q(x) + 

r (x)

g (x)
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الوحدة 5

التكامل بالكسور الجزئية لتكاملات محدودة

لًًا، ثمَّ التعويض  يُمكِن إيجاد تكاملات محدودة بالكســور الجزئية، وذلك بإجراء التكامل أوَّ

في حدود التكامل.

إذن:

⌠
⎮
⌡

 
3x4 - 1

x2 - 1
 dx = 

⌠
⎮
⌡

 (3x2 + 3 + 
2

x2 - 1
 ) dx

ئ المقدار النسبي. الخطوة 2: أُجزِّ

	بكتابة الكسور الجزئية
2

x2 - 1
 = A

x - 1
 + B

x + 1
بضرب طرفــي المعادلة في )م. م. أ( 

A(x + 1) + B(x - 1) = 2لمقامات الكسرين الجزئيين

x = 1 2بتعويض = A(1 + 1) + B(1 - 1) ⟹ A = 1

x = -1 2بتعويض = A(-1 + 1) + B(-1 - 1) ⟹ B = -1

2 في الصورة الآتية:

x2 - 1
إذن، يُمكِن تجزئة المقدار: 

2

x2 - 1
 = 

1

x - 1
 - 

1

x + 1

الخطوة 3: أجد التكامل.

	التكامل بالكسور الجزئية
⌠
⎮
⌡

 
3x4 - 1

x2 - 1
  dx = 

⌠
⎮
⌡

 (3x2 + 3 + 
1

x - 1
 - 

1

x + 1
 ) dx

ة 1 ، وتكامل اقتران القوَّ
ax + b

x3 + 3x + ln |x -1| - ln |x +1| + C = تكامل  

ق من فهمي أتحقَّ

أجد كُلًّاًّ من التكاملين الآتيين:

a)  
⌠
⎮
⌡

 
4x3 -5

2x2 - x - 1
  dx				    b)  

⌠
⎮
⌡

 
x2 + x - 1

x2 - x
  dx
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.⌠ 2
⎮
⌡0

 
x - 2

x2 + 5x + 4
  dx :أجد قيمة

ئ المقدار النسبي. الخطوة 1: أُجزِّ

	بتحليل المقام
x - 2

x2 + 5x + 4
 = x - 2

(x + 1)(x + 4)

بكتابــة كســرين جزئييــن 
	مقاماهما العاملان الخطِّيان x - 2

(x + 1)(x + 4)
 = A

x + 1
 + B

x + 4

بضرب طرفــي المعادلة فــي )م.م.أ( 
	لمقامي الكسرين الجزئيين x - 2 = A(x + 4) + B(x + 1)

x = - 1 بتعويض	 (-1)-2 = A((-1)+4)+B((-1)+1) ⟹ A=-1

x = -4 بتعويض	 (-4)-2 = A((-4)+4)+B((-4)+1) ⟹ B=2

x - 2 في الصورة الآتية:

x2 + 5x + 4
إذن، يُمكِن تجزئة المقدار: 

x - 2

x2 + 5x + 4
 = 

-1

x + 1
 + 

2

x + 4

الخطوة 2: أجد التكامل.

	التكامل بالكسور الجزئية
⌠ 2
⎮
⌡0

 
x - 2

x2 + 5x + 4
  dx = 

⌠ 2
⎮
⌡0

 ( 
-1

x + 1
 + 

2

x + 4
 ) dx

1 المضروب في ثابت
ax + b

 ( |ln |x +1| + 2 ln |x + 4-) =تكامل  
⎮ 2
⎮
⎮0

( |ln |0+1|+2 ln |0+4-)-( |ln |2+1| + 2 ln |2+4-) =بالتعويض

ln ( 3 =بالتبسيط
4

 )

ق من فهمي أتحقَّ

أجد قيمة كلٍّ من التكاملين الآتيين:

a)  
⌠ 4
⎮
⌡3

 
2x3 + x2 - 2x -4

x2 - 4
  dx			   b)  

⌠ 6
⎮
⌡5

 
3x - 10

x2 - 7x + 12
  dx

مثال 5

ر  أتذكَّ

أســتعمل قانوني ضرب 

اللوغاريتمات وقســمتها 
لتبسيط الناتج.
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الوحدة 5

أجد كُلًّاًّ من التكاملين الآتيين:
1  

⌠
⎮
⌡

 
ex

e2x - ex
  dx

ض. الخطوة 1: أُعوِّ

: ، فإنَّ : u = ex. ومن ثَمَّ أفترض أنَّ

du
dx

 = ex  ⟹  dx = 
du

ex   ⟹  dx = 
du
u

 u= ex, dx = du
u 	بتعويض  

⌠
⎮
⌡

 
ex

e2x - ex
 dx = 

⌠
⎮
⌡

 
u

u2 - u
 × 

du
u

	بالتبسيط = 
⌠
⎮
⌡

 
1

u2 - u
  du

ئ المقدار النسبي. الخطوة 2: أُجزِّ

	بتحليل المقام
1

u2 - u
 = 

1

u(u- 1)

	بكتابة كسرين جزئيين مقاماهما العاملان الخطِّيان
1

u(u- 1)
 = A

u
 + B

u - 1

بضرب طرفــي المعادلة فــي )م.م.أ( 
	لمقامي الكسرين الجزئيين 1 = A(u - 1) + Bu

u = 0 بتعويض	 1 = A(0-1) + B(0)  ⟹  A = -1

u = 1 بتعويض	 1 = A(1-1) + B(1)  ⟹  B = 1

1 في الصورة الآتية:

u2 - u
إذن، يُمكِن تجزئة المقدار: 

1

u2 - u
 = 

-1

u
 + 

1

u- 1

مثال 6
م  أتعلَّ

لا يُمكِن البَدْء بالكســور 
الجزئيــة لحــلِّ التكامل 
المجــاور؛ لأنَّ الاقتران 
المُكامَــل ليــس اقترانًا 

نسبيًّا.

التكامل بالكسور الجزئية، والتكامل بالتعويض

تعلَّمْتُ في الدرس الســابق أنَّه يُمكِن اســتعمال التعويض لحلِّ تكامــات يصعب حلُّها في 
صورتها الأصلية. والآن سأتعلَّم كيف أنَّ عملية التعويض في بعض التكاملات قد تُفْضي إلى 

اقتران نسبي يُمكِن حلُّه باستعمال الكسور الجزئية.
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الخطوة 3: أجد التكامل.

	التكامل بالكسور الجزئية
⌠
⎮
⌡

 
1

u2 - u
  du = 

⌠
⎮
⌡

  ( 
-1

u
 + 

1

u- 1
 ) du

1
ax + b

	تكامل   = - ln |u| + ln |u-1| + C

u = ex بتعويض	 = - ln |ex | + ln |ex -1| + C

	بالتبسيط = -x + ln |ex - 1| + C

2  
⌠
⎮
⌡

 
√x

x - 16
  dx

ض. الخطوة 1: أُعوِّ

: ، فإنَّ : u = √x. ومن ثَمَّ أفترض أنَّ
u = √x  ⟹  u2 = xبتربيع طرفي المعادلة 

2u 
du
dx

 = 1  ⟹  dx = 2u du 

u = √x , dx = 2u du  بتعويض	
⌠
⎮
⌡

 
√x

x - 16
 dx = 

⌠
⎮
⌡

 
u

u2 - 16
 2u du

	بالتبسيط = 2 
⌠
⎮
⌡

 
u2

u2 - 16
  du

الخطوة 2: أَقسِم البسط على المقام.

1

u2 - 16 u2 

(-) u2  -  16

            16
إذن:

2
⌠
⎮
⌡

 
u2

u2 - 16
  du = 2

⌠
⎮
⌡

 (1 + 
16

u2 - 16
 )  du

ئ المقدار النسبي. الخطوة 3: أُجزِّ

	بتحليل المقام
16

u2 - 16
 = 

16

(u + 4)(u - 4)

	بكتابة كسرين جزئيين مقاماهما العاملان الخطِّيان
16

(u + 4)(u - 4)
 = A

u + 4
 + B

u - 4

ر  أتذكَّ

إذا كانــت درجة البســط 
مُساوِية لدرجة المقام أو 
أكبر منها، فإنَّه يَلزم تجهيز 
الاقتران النســبي بقسمة 
البســط على المقام، ثمَّ 
إيجاد التكامل بالكســور 

الجزئية إذا لزم.

ر  أُفكِّ

هل يُمكِن حــلُّ الفرع 1 
مــن المثــال 6 بطريقــة 

ر إجابتي. أُخرى؟ أُبرِّ
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الوحدة 5

بضرب طرفــي المعادلة فــي )م.م.أ( 
	لمقامي الكسرين الجزئيين 16 = A(u - 4) + B(u + 4)

u = -4 بتعويض	 16 = A(-4 -4)+B(-4 +4) ⟹ A = -2

u = 4 بتعويض	 16 = A(4 -4)+B(4 +4) ⟹B = 2

16 في الصورة الآتية:

u2 - 16
إذن، يُمكِن تجزئة المقدار: 

16

u2 - 16
 = 

-2

u + 4
 + 

2

u - 4

الخطوة 4: أجد التكامل.

2	التكامل بالكسور الجزئية
⌠
⎮
⌡

 (1+ 
16

u2 - 16
 ) du = 2

⌠
⎮
⌡

 (1+ 
-2

u + 4
 + 

2

u - 4
 ) du

1  المضروب في ثابت
ax + b

	تكامل   = 2u -4 ln |u + 4| + 4 ln |u-4| +C

√x = u بتعويض	 = 2 √x -4 ln | √x + 4| + 4 ln | √x - 4| + C

ق من فهمي أتحقَّ

أجد كُلًّاًّ من التكاملين الآتيين:

a)  
⌠
⎮
⌡

 
sec2 x

tan2 x - 1
  dx			   b)  

⌠
⎮
⌡

 
ex

(ex - 1)(ex + 4)
  dx

ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

أجد كُلًّاًّ من التكاملات الآتية:

1    ⌠
⎮
⌡

 x - 10

x(x + 5)
  dx			   2    ⌠

⎮
⌡

 2

1 - x2
  dx			   3    ⌠

⎮
⌡

 4

(x - 2) (x - 4)

  dx

4    ⌠
⎮
⌡

 3x + 4

x2 + x
  dx			   5    ⌠

⎮
⌡

 x2

x2 - 4
  dx			   6    ⌠

⎮
⌡

 3x - 6

x2 + x - 2
  dx
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7    ⌠
⎮
⌡

 
4x + 10

4x2 - 4x -3
  dx		  8    ⌠

⎮
⌡

 2x2 + 9x- 11

x3 + 2x2 -5x -6
  dx		  9    ⌠

⎮
⌡

 
4x

x2 - 2x -3
 dx

10    ⌠
⎮
⌡

 
8x2 -19x +1

(2x +1) (x -2)2
  dx		  11    ⌠

⎮
⌡

 
9x2 -3x +2

9x2 - 4
  dx			  12    ⌠

⎮
⌡

 x3 + 2x2 + 2

x2 + x
  dx

13    ⌠
⎮
⌡

 
x2 + x + 2

3 - 2x -x2
  dx		  14    ⌠

⎮
⌡

 
2x - 4

(x2 +4)(x +2)
  dx 		  15    ⌠

⎮
⌡

 
x3 - 4x2 -2

x3 + x2
  dx 

16    ⌠
⎮
⌡

 
3 - x

2 - 5x - 12x2
  dx		  17    ⌠

⎮
⌡

 
3x3 + 2x2 + 12

x4 + 6x2
  dx		  18    ⌠

⎮
⌡

 
5x - 2

(x - 2)2
  dx

أجد قيمة كلٍّ من التكاملات الآتية:

19    ⌠ 4
⎮
⌡2

 
6 + 3x -x2

x3 + 2x2
  dx		  20    ⌠ 1/3

⎮
⌡-1/3

 
9x2 + 4

9x2 - 4
 dx		  21    ⌠ 1

⎮
⌡0

 17 - 5x

(2x + 3)(2 - x)2
  dx

22    ⌠ 4
⎮
⌡1

 
4

16x2 + 8x -3
  dx		  23    ⌠ 4

⎮
⌡3

 
5x + 5

x2 + x - 6
  dx		  24    ⌠ 4

⎮
⌡3

 
4

x3 - 4x2 + 4x
  dx

أجد مساحة المنطقة المُظلَّلة في كلٍّ من التمثيلين البيانيين الآتيين:

25   							        26   

	

  

y

x0

f(x) = 
x2 -5x +6

1

1

			 

f(x) = 
3x - x2

x2 + 1

y

x0

3

2

1

1 2

:f(x) = 
2x - 5

x2 - 2x - 3
يُبيِّن الشكل المجاور جزءًا من منحنى الاقتران: 

.A أجد إحداثيي النقطة  27 

 أجد مساحة المنطقة المُظلَّلة. 28 

f(x) = 
x2- 2x - 3

2x - 5

y

A
x0 2
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الوحدة 5

أجد كُلًّاًّ من التكاملات الآتية:

29    ⌠
⎮
⌡

 
sin x

cos x + cos2 x
  dx				    30    ⌠

⎮
⌡

 
1

x2 + x √x
  dx

31    ⌠
⎮
⌡

 
e2x

e2x + 3ex + 2
  dx				    32    ⌠

⎮
⌡

 
cos x

sin x(sin2 x - 4)
  dx

مهارات التفكير العليا

تبرير: أحُلُّ السؤالين الآتيين تباعًا:

ر إجابتي. ⎮⌠ بطريقتين مختلفتين، إحداهما الكسور الجزئية، ثمَّ أُبرِّ
⌡

 
dx

1 + ex  أجد:  33 

.⌠ ln 2
⎮
⌡0

 
1

1 + ex   dx :أجد  34 

.⌠ 9
⎮
⌡4

 
5x2 - 8x + 1

2x(x -1)2   dx = ln ( 32
3

) - 5
24

 :  تبرير: أُثبتِ أنَّ 35 

.⌠ 16
⎮
⌡9

 
2 √x

x - 4
  dx = 4 (1 + ln ( 5

3
 )) :  تبرير: أُثبتِ أنَّ 36 

.⌠ 1
⎮
⌡0

 
4x2 + 9x +4

2x2 +5x +3
  dx = 2 + 1

2
 ln 5

12
 :  تبرير: أُثبتِ أنَّ 37 

: أجد كُلًّاًّ من التكاملات الآتية: تحدٍّ

38   
⌠
⎮
⌡

 
√1 + √x

x
  dx			     39   

⌠
⎮
⌡

 
x

16x4 - 1
  dx			  40   

⌠
⎮
⌡

 
2x

(x2 + 1)(x2 + 2)2   dx
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الدرس

4
 	 إيجاد تكاملات باستعمال طريقة الأجزاء. فكرة الدرس � 

التكامل بالأجزاء، طريقة الجدول. 	 المصطلحات � 

ل تغيُّر المبيعات  	 �يُمثِّــل الاقتران: S ' (t) = 350 ln (t + 1) مُعــدَّ مسألة اليوم � 
الشــهرية لكرة قدم جديدة، حيث t عدد الأشهر منذ طرح الكرة في 
ا. أجد S(t)، علمًا بأنَّ  الأســواق، وS(t) عدد الكرات المَبيعة شهريًّ

.S(0) = 0

التكامل بالأجزاء

تعلَّمْتُ ســابقًا اســتعمال طريقتي التكامل بالتعويض، والكســور الجزئيــة، إلّّا أنَّه لا يُمكِن 
استعمال أيٍّ من هاتين الطريقتين لإيجاد التكاملات الآتية:

⌠
⎮
⌡

 x sin x  dx  ,    
⌠
⎮
⌡

 ex cos x  dx  ,  
⌠
⎮
⌡

 x2 ln x  dx

أُلاحِظ أنَّ المُكامَل في التكاملات الســابقة هو ناتج ضرب اقترانيــن مختلفين، يُمكِن إيجاد 
تكامل كلٍّ منهما على حِدَة، إلّّا أنَّه لا توجد قاعدة لإيجاد تكامل ضربهما بصورة مباشرة.

يُمكِن الاســتفادة من قاعدة مشــتقة الضرب في إيجاد طريقة لتكامل هذا النوع من الاقترانات 
على النحو الآتي: 

إذا كان u وv اقترانين قابلين للاشتقاق بالنسبة إلى x، فإنَّ مشتقة ضربهما هي:
d

dx
 (uv) =u dv

dx
 + v du

dx

وبمُكامَلة طرفي المعادلة بالنسبة إلى x، تنتج المعادلة الآتية:

	بمُكامَلة طرفي المعادلة  uv = 
⌠
⎮
⌡

 u dv
dx

  dx + 
⌠
⎮
⌡

 v du
dx

  dx

	بإعادة ترتيب المعادلة
⌠
⎮
⌡

 u dv
dx

  dx = uv - 
⌠
⎮
⌡

 v du
dx

  dx

	بالتبسيط
⌠
⎮
⌡

 u  dv = uv - 
⌠
⎮
⌡

 v  du

التكامل بالأجزاء
Integration by Parts

ر  أتذكَّ

لا يُمكِــن توزيع التكامل 
علــى الضــرب؛ أيْ لا 
يُمكِن إيجــاد تكامل كل 
اقتران بصــورة مُنفصِلة، 

وضرب النتيجتين.
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الوحدة 5

: إذا كان u وv اقترانين قابلين للاشتقاق، فإنَّ
⌠
⎮
⌡

u dv = uv - 
⌠
⎮
⌡

 v du

التكامل بالأجزاء مفهوم أساسي

بعِ الخطوات الثلاث الآتية:  ⎮⌠ بالأجزاء، أتَّ
⌡

 f(x) dx لإيجاد التكامل

 du ومراعاة أنْ تكون ،f(x) dx = u dv بحيــث ،vو u :الخطوة 1:  �اختيار الاقترانين

.dv وأنْ يكون سهلًًا إيجادُ تكامل ،u عند اختيار u أبسط من

الخطوة 2:  �تنظيم خطوات إيجاد du وv كما يأتي:

			    u		      dv

			   du		  v = 
⌠
⎮
⌡

 dv

.⌠
⎮
⌡

 v  du الخطوة 3:  �إكمال التكامل بإيجاد

⌠
⎮
⌡

 f(x) dx = 
⌠
⎮
⌡

 u dv = uv - 
⌠
⎮
⌡

 v du

خطوات إيجاد التكامل بالأجزاء
مفهوم أساسي م أتعلَّ

بوجــه عــام، لا توجــد 
قاعدة ثابتة للحالات التي 
يُســتعمَل فيهــا التكامل 
بالأجزاء، إلّّا أنَّني سأتعلَّم 
فــي أمثلــة هــذا الدرس 
معظــم الحــالات التــي 
تُستعمَل فيها هذه الطريقة.

⎮⌠ لإيجــاد تكامل حاصل ضرب 
⌡

u dv = uv - 
⌠
⎮
⌡

 v du :يُمكِن اســتعمال الصيغــة الآتيــة

.)integration by parts( اقترانين، في ما يُعرَف بطريقة التكامل بالأجزاء

يُمكِن تلخيص خطوات إيجاد التكامل بالأجزاء على النحو الآتي:

أجد كُلًّاًّ من التكاملات الآتية:
1  

⌠
⎮
⌡

 x cos x dx

: ، فإنَّ : dv = cos x dx. ومن ثَمَّ : u = x، وأنَّ أفترض أنَّ
			   u = x		  dv = cos x  dx 

			   du = dx	 v = 
⌠
⎮
⌡

 cos x  dx = sin x

مثال 1

م  أتعلَّ

 dx دائمًا على dv تحتوي
من التكامل الأصلي.
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إذن:

	صيغة التكامل بالأجزاء
⌠
⎮
⌡

 u dv = uv - 
⌠
⎮
⌡

 v du

	بالتعويض
⌠
⎮
⌡

 x cos x dx = x sin x - 
⌠
⎮
⌡

 sin x  dx

sin x تكامل	 = x sin x + cos x + C

2  
⌠
⎮
⌡

 ln x dx

: ، فإنَّ : dv = dx. ومن ثَمَّ : u = ln x، وأنَّ أفترض أنَّ
			   u = ln x		  dv = dx 

			   du = 1
x

 dx	 	 v = 
⌠
⎮
⌡

 dx = x

إذن:

	صيغة التكامل بالأجزاء
⌠
⎮
⌡

 u dv = uv - 
⌠
⎮
⌡

 v du

	بالتعويض
⌠
⎮
⌡

 ln x  dx = x ln x - 
⌠
⎮
⌡

 x × 1
x

 dx

	بالتبسيط = x ln x - 
⌠
⎮
⌡

 dx

x ln x - x + C =تكامل 1

3  
⌠
⎮
⌡

 x(2x + 7)5  dx

: ، فإنَّ : dv = (2x + 7)5  dx. ومن ثَمَّ : u = x، وأنَّ أفترض أنَّ
		    u = x		  dv = (2x+7)5  dx 

		    du = dx	 	 v = 
⌠
⎮
⌡

(2x + 7)5  dx = 1
12

 (2x + 7)6

إذن:

	صيغة التكامل بالأجزاء
⌠
⎮
⌡

 u dv = uv - 
⌠
⎮
⌡

 v du

	بالتعويض
⌠
⎮
⌡

 x(2x +7)5 dx = 1
12

 x (2x +7)6- 
⌠
⎮
⌡

 1
12

 (2x +7)6 dx

 (ax+b)n تكامل
المضروب في ثابت

	 = 1
12

 x (2x +7)6- 1
168

  (2x+7)7 + C

ر  أُفكِّ

 u = cos x هل اختيــار 
و dv = xdx يجعــل 
التكامــل أســهل أم أكثر 

ر إجابتي. تعقيدًا؟ أُبرِّ

م  أتعلَّ

إذا كان ناتج تطبيق صيغة 
التكامل بالأجزاء يحوي 
تكامــاً أكثــر تعقيدًا من 
التكامــل الأصلي، فإنَّني 
أبحث عن اختيار آخر لـ 

.dv و u

ر أُفكِّ

هل يُمكِن حلُّ الفرع 3 من 
المثال 1 بطريقة أُخرى؟
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ر  أُفكِّ

مــاذا يحدث لــو أُضيف 
ثابت التكامل عند إجراء 

ر   = v؟ أُبرِّ
⌠
⎮
⌡

 dv :التكامل
إجابتي.

م  أتعلَّ

إذا كان g(x) اقترانـًـا 
f(x) كثير  يًّــا، وكان  خطِّ
حدود، فأستعمل التكامل 
بالأجــزاء فــي كلٍّ مــن 

الحالات الآتية:

· �
⌠
⎮
⌡

 f(x) eg(x) dx

· �
⌠
⎮
⌡

 f(x) sin (g(x))dx

· �
⌠
⎮
⌡

 f(x) cos (g(x))dx

4  
⌠
⎮
⌡

 x e3-x  dx

: ، فإنَّ : dv = e3-x. ومن ثَمَّ : u = x، وأنَّ أفترض أنَّ

		    u = x		  dv = e3-x dx

		    du = dx	 	 v= 
⌠
⎮
⌡

e3-x  dx = -e3-x

إذن:

	صيغة التكامل بالأجزاء
⌠
⎮
⌡

 u dv = uv - 
⌠
⎮
⌡

 v du

	بالتعويض
⌠
⎮
⌡

 x e3-x dx = - x e3-x - 
⌠
⎮
⌡

 - e3-x dx

ي الطبيعي  	تكامل الاقتران الأسُِّ = -x e3-x - e3-x + C

ق من فهمي أتحقَّ

أجد كُلًّاًّ من التكاملات الآتية:

a)  
⌠
⎮
⌡

 x sin x dx			   b)  
⌠
⎮
⌡

 x2 ln x dx

c)  
⌠
⎮
⌡

 2x √7-3x  dx			   d)  
⌠
⎮
⌡

 3x e4x  dx

تكرار التكامل بالأجزاء 

ة كما في المثال الآتي. يتطلَّب إيجاد بعض التكاملات استعمال التكامل بالأجزاء أكثر من مَرَّ

 .⌠
⎮
⌡

 x2 e2x  dx :أجد

: ، فإنَّ : dv = e2x dx. ومن ثَمَّ : u = x2، وأنَّ أفترض أنَّ

			   u = x2			   dv = e 2x  dx 

			   du = 2x dx	 	 v = 
⌠
⎮
⌡

 e 2x  dx = 1
2

 e 2x

مثال 2
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إذن:

	صيغة التكامل بالأجزاء
⌠
⎮
⌡

 u dv = uv - 
⌠
⎮
⌡

 v du

	بالتعويض
⌠
⎮
⌡

 x2 e2x  dx = 1
2

 x2 e2x - 
⌠
⎮
⌡

 1
2

 e2x × 2x  dx

	بالتبسيط = 1
2

 x2 e2x - 
⌠
⎮
⌡

 x e2x  dx  … 1

ة أُخرى. ⌠، أستعمل التكامل بالأجزاء مَرَّ
⎮
⌡

 x e2x  dx :لإيجاد التكامل

: ، فإنَّ : dv = e2x  dx. ومن ثَمَّ : u = x، وأنَّ أفترض أنَّ

		    u = x		  dv = e2x  dx 

		    du = dx	 	 v = 
⌠
⎮
⌡

 e2x  dx = 1
2

 e2x

إذن:

	صيغة التكامل بالأجزاء
⌠
⎮
⌡

 u dv = uv - 
⌠
⎮
⌡

 v du

	بالتعويض
⌠
⎮
⌡

 x e2x  dx = 1
2

 x e2x - 
⌠
⎮
⌡

 1
2

 e2x  dx

ي الطبيعي 	تكامل الاقتران الأسُِّ = 1
2

 x e2x - 1
4

 e2x  + C … 2

، يصبح التكامل الأصلي في الصورة الآتية: 1 2 في المعادلة  بتعويض المعادلة 

	بالتعويض
⌠
⎮
⌡

 x2 e2x  dx = 1
2

 x2 e2x - ( 1
2

 x e2x - 1
4

  e2x ) + C

	بالتبسيط = 1
2

 x2 e2x - 1
2

 x e2x + 1
4

 e2x + C

ق من فهمي أتحقَّ

أجد كُلًّاًّ من التكاملين الآتيين:

a)  
⌠
⎮
⌡

 x2 sin x  dx			   b)  
⌠
⎮
⌡

 x3 e4x  dx

م  أتعلَّ

أُلاحِــظ أنَّ التكامــل: 
⎮⌠ هو أبسط من 

⌡
 x e2x dx

التكامل الأصلــي، لكنَّه 
يتطلَّب اســتعمال طريقة 
ة  التكامــل بالأجــزاء مَرَّ

أُخرى.

م  أتعلَّ

الفــرض  ـل  تبديـ إنَّ 
عنــد اســتعمال التكامل 
ة أُخرى يجعل  بالأجزاء مَرَّ
التكامــل أكثر تعقيدًا؛ لذا 
 u = x من المُهِمِّ اختيار 
dv = e2x  dx في هذا  و 

المثال.

م  أتعلَّ

عنــد اســتعمال ثابــت 
التكامل، أكتب C للدلالة 
على أيِّ ثابت؛ سواء كان 

.-C أو ،C
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م  أتعلَّ

ex وcos x علــى  يظــلُّ 
حالهما من دون تبســيط 
بعد عملية الاشتقاق؛ لذا 
يُمكِن اختيــار أيٍّ منهما 

.u ليكون

ر أُفكِّ

مــا تأثير تبديــل الفرض 
عنــد اســتعمال التكامل 

ة أُخرى؟ بالأجزاء مَرَّ

التكاملات الدورية 

ا،  إذا نتج من تكرار التكامل بالأجزاء تكاملٌ مُطابقِ للتكامل الأصلي، فإنَّ التكامل يكون دوريًّ
ا بطريقة مُشابهِة لحلِّ المعادلات. ويُمكِن عندئذٍ إيجاد التكامل جبريًّ

 .⌠
⎮
⌡

 ex cos x  dx :أجد

: ، فإنَّ : dv = cos x dx. ومن ثَمَّ : u = ex، وأنَّ أفترض أنَّ

			   u = ex			   dv = cos x  dx 

			   du = ex dx	 	 v = 
⌠
⎮
⌡

 cos x dx = sin x

إذن:

	صيغة التكامل بالأجزاء
⌠
⎮
⌡

 u dv = uv - 
⌠
⎮
⌡

 v du

	بالتعويض
⌠
⎮
⌡

 ex cos x dx = ex sin x - 
⌠
⎮
⌡

 ex sin x  dx … 1

ة أُخرى. ⌠، أستعمل التكامل بالأجزاء مَرَّ
⎮
⌡

 ex  sin x :لإيجاد التكامل

: ، فإنَّ : u = ex، و dv = sin x  dx. ومن ثَمَّ أفترض أنَّ

		    u = ex		  dv = sin x  dx 

		    du = ex dx	 	 v = 
⌠
⎮
⌡

 sin x  dx = -cos x

إذن:

	صيغة التكامل بالأجزاء
⌠
⎮
⌡

 u dv = uv - 
⌠
⎮
⌡

 v du

	بالتعويض
⌠
⎮
⌡

 ex sin x  dx = -ex  cos x - 
⌠
⎮
⌡

 -ex cos x  dx 

	بالتبسيط = -ex  cos x + 
⌠
⎮
⌡

 ex cos x  dx … 2

مثال 3



64

، يصبح التكامل الأصلي في الصورة الآتية: 1 2 في المعادلة  بتعويض المعادلة 

	بالتعويض
⌠
⎮
⌡

 ex cos x dx = ex sin x -(-ex cos x +
⌠
⎮
⌡

 ex cos x  dx)

	بالتبسيط = ex sin x + ex cos x - 
⌠
⎮
⌡

 ex cos x  dx

⌠
⎮
⌡

 ex cos x  dx بإضافة 
إلى طرفي المعادلة

	 2 
⌠
⎮
⌡

 ex cos x dx = ex sin x + ex cos x + C

	بقسمة طرفي المعادلة على 2  
⌠
⎮
⌡

 ex cos x dx = 1
2

 ex sin x + 1
2

 ex cos x + C

ق من فهمي أتحقَّ

أجد كُلًّاًّ من التكاملين الآتيين:

a)  
⌠
⎮
⌡

 sin x

ex  dx					     b)  
⌠
⎮
⌡

 sec3 x dx

م  أتعلَّ

يُمكـِـن اســتعمال طريقة 
الجدول لإيجاد التكاملات 

التي صورها:

∙ 
⌠
⎮
⌡

 f(x) sin ax dx

∙ 
⌠
⎮
⌡

 f(x) cos ax dx

∙ 
⌠
⎮
⌡

 f(x) (ax + b)n dx

∙ 
⌠
⎮
⌡

 f(x) eax  dx

f(x) كثير حدود،  حيث: 

.n > 0 و ،a ≠ 0 و

م  أتعلَّ

:  إنَّ
،⌠
⎮
⌡

f(x)dx-
⌠
⎮
⌡

f(x)dx =C 

وليس صفرًا.

تكرار التكامل بالأجزاء باستعمال طريقة الجدول

⌠، وذلك بتكرار 
⎮
⌡

f(x)g(x) dx :تعلَّمْتُ في مثال ســابق أنَّه يُمكِــن إيجاد تكامل في صــورة

 g(x) رة حتّى يصبح 0، ومُكامَلة استعمال التكامل بالأجزاء إذا أمكن اشــتقاق f بصورة مُتكرِّ

ر بســهولة. ولكنْ، إذا تطلَّب الأمر تكرار التكامل بالأجزاء مَرّات عديدة، فإنَّ  على نحوٍ مُتكرِّ

دة، تتطلَّب إجراء كثير مــن الخطوات. وفي هذه الحالة،  ذلــك يجعل إيجاد الناتج عملية مُعقَّ

. يُمكِن استعمال طريقة الجدول )tabular integration( لتنظيم خطوات الحلِّ
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الوحدة 5

ر  أُفكِّ

لمــاذا تتغيَّــر الإشــارة 
بصــورة دورية في طريقة 
ر إجابتي،  أُبــرِّ الجدول؟ 

وأستعين بحلِّ المثال 2

م  أتعلَّ

C مــن  ينتــج الثابــت 
⎮⌠ الذي 

⌡
 0 dx :التكامــل

يظهر من ضــرب طرفي 
الســطر الأخيــر مــن 

الجدول.

 .⌠
⎮
⌡

 x3 sin x dx :أجد

بعِ الخطوتين الآتيتين: : g(x) = sin x، ثمَّ أتَّ : f(x) = x3، وأنَّ أفترض أنَّ

رة. الخطوة 1: أُنشِئ جدولًًا للمشتقات والتكاملات المُتكرِّ

رة رةإشارة الضربتكامل g(x) بصورة مُتكرِّ اشتقاق f(x) بصورة مُتكرِّ

sin xx3

-cos x3x2

-sin x6x

cos x6

sin x0

(+)

(-)

(+)

(-)

أستمرُّ في الاشتقاق حتّى تصبح المشتقة صفرًا.

الخطوة 2: أجمع نواتج ضرب الاقترانات المُرتبطِة بأسهم. 

دة  لحلِّ التكامل، أجمع نواتج ضرب الاقترانات المُرتبطِة بالأسهم، وَفقًا لإشارة العملية المُحدَّ
لكل سهم، كما يأتي:

⌠
⎮
⌡

x3 sin x dx = -x3 cos x + 3x2 sin x + 6x cos x - 6 sin x + C

ق من فهمي أتحقَّ

أجد كُلًّاًّ من التكاملين الآتيين:

a)  
⌠
⎮
⌡

 x4 cos 4x  dx				    b)  
⌠
⎮
⌡

 x5 ex  dx

مثال 4

يُمكِــن نمذجة كثير من المواقف الحياتية والعلمية باســتعمال اقترانــات عديدة. وعند إيجاد 
ة في تلك المواقف الحياتية والعلمية، ولكنَّ  التكامل لهذه الاقترانات تنتج قِيَم أو علاقات مُهِمَّ

إجراء التكامل لبعض هذه الاقترانات يتطلَّب استعمال التكامل بالأجزاء.

⌠
⎮
⌡

(+)
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ر أتذكَّ

ي هو مشــتقة  الربح الحدِّ
اقتران الربح.

 مثال 5 : من الحياة  

 P ' (x) = 1000x2 e-0.2x :ي: يُمثِّل الاقتران الربح الحدِّ
ي )بالدينار( لــكل مُكيِّــف تبيعه إحدى  الربح الحــدِّ

الشركات، حيث x عدد المُكيِّفات المَبيعة، وP(x) مقدار الربح بالدينار عند بيع x مُكيِّفًا. أجد 
 .P(0) = -2000 َّعلمًا بأن ،P(x) اقتران الربح

.P '(x) :الخطوة 1: أجد تكامل الاقتران

P(x) = 
⌠
⎮
⌡

 P ' (x) dx	 P (x) = 
⌠
⎮
⌡

 1000x2 e-0.2x dx

أُلاحِــظ أنَّه يُمكِــن إيجاد التكامــل بالأجزاء باســتعمال طريقة الجدول؛ لذا أُنشِــئ جدولًًا 
رة. للمشتقات والتكاملات المُتكرِّ

رة رةإشارة الضربتكامل g(x) بصورة مُتكرِّ اشتقاق f(x) بصورة مُتكرِّ

e-0.2x1000x2

-5e-0.2x2000x

25 e-0.2x2000

-125e-0.2x0

(+)

(-)

(+)
⌠
⎮
⌡

(-)

دة  لحلِّ التكامل، أجمع نواتج ضرب الاقترانات المُرتبطِة بالأسهم، وَفقًا لإشارة العملية المُحدَّ
لكل سهم، كما يأتي:

P(x) = 
⌠
⎮
⌡

 1000x2 e-0.2x dx = -5000x2 e-0.2x - 50000x e-0.2x - 250000e-0.2x + C

.C الخطوة 2: أجد ثابت التكامل

.P(0) = -2000 :لي المعطى في المسألة، وهو لإيجاد ثابت التكامل C، أستعمل الشرط الأوَّ

	قاعدة الاقتران P(x) = -5000x2 e-0.2x-50000x e-0.2x-250000e-0.2x +C

 x = 0, بتعويض 
P(0) = -2000

-2000 = -5000(0)2 e-0.2(0)-50000(0) e-0.2(0)-250000e-0.2(0) +C

	بحلِّ المعادلة C = 248000
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الوحدة 5

ر أتذكَّ

ية  ـل التكلفــة الحدِّ تُمثّـِ
مشــتقة اقتــران التكلفة، 
وترتبــط بالتكاليف التي 
تتغيَّــر بتغيُّر مســتويات 
الإنتاج، خلافًــا للتكلفة 
الثابتــة التي لا تتغيَّر بتغيُّر 

مستويات الإنتاج. 

ر  أُفكِّ

 ln x لماذا يجب اشتقاق 
ر  بدلًًا مــن مُكامَلتها؟ أُبرِّ

إجابتي.

إذن، اقتران الربح هو:
P(x) = -5000x2 e-0.2x -50000x e-0.2x - 250000e-0.2x + 248000

ق من فهمي أتحقَّ

ية لكل قطعة  ية: يُمثِّل الاقتــران: C ' (x) = (0.1x + 1)e0.03x التكلفــة الحدِّ التكلفــة الحدِّ

)بالدينار( تُنتَج في إحدى الشركات، حيث x عدد القطع المُنتَجة، و C(x) تكلفة إنتاج x قطعة 

.C(10) = 200 َّعلمًا بأن ،C(x) بالدينار. أجد اقتران التكلفة

التكامل بالأجزاء لتكاملات محدودة

لًًا، ثمَّ  يُمكِن إيجاد تكاملات محدودة باســتعمال طريقة الأجزاء، وذلك بإجــراء التكامل أوَّ
التعويض في حدود التكامل باستعمال الصيغة الآتية:

⌠ b
⎮
⌡ a

 u dv = uv 
⎮ b
⎮
⎮ a

 - 
⌠ b
⎮
⌡ a

 v du

 .⌠ 2
⎮
⌡ 1

 x3 ln x  dx :أجد قيمة

: ، فإنَّ : dv = x3 dx. ومن ثَمَّ : u = ln x، وأنَّ أفترض أنَّ
			   u = ln x		  dv = x3  dx 

			   du = 1
x

 dx	 	 v = 
⌠
⎮
⌡

 dx = 1
4

 x4

إذن:

	صيغة التكامل المحدود بالأجزاء
⌠ b
⎮
⌡ a

 u dv = uv 
⎮ b
⎮
⎮ a

 - 
⌠ b
⎮
⌡ a

 v du

	بالتعويض
⌠ 2
⎮
⌡ 1

 x3 ln x dx = 1
4

 x4 ln x 
⎮ 2
⎮
⎮ 1

 - 
⌠ 2
⎮
⌡ 1

 1
4

 x4 × 1
x

  dx

	بالتبسيط = 1
4

 x4 ln x 
⎮ 2
⎮
⎮ 1

 - 1
4

  
⌠ 2
⎮
⌡ 1

 x3  dx

ة 	تكامل اقتران القوَّ = 1
4

 x4 ln x 
⎮ 2
⎮
⎮ 1

 - 1
16

  x4 
⎮ 2
⎮
⎮ 1

	بالتعويض = (4 ln 2 - 1
4

 ln 1 ) - 1
16

 (24 - 14 )

	بالتبسيط = 4 ln 2 - 15
16

مثال 6 
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ق من فهمي أتحقَّ

أجد كُلًّاًّ من التكاملين الآتيين:

a)  
⌠ e
⎮
⌡ 1

 ln x

x2   dx					     b)  
⌠ 1
⎮
⌡ 0

 xe-2x  dx

 .⌠
⎮
⌡

 e √x  dx :أجد الاقتران

ض. الخطوة 1: أُعوِّ

: ، فإنَّ : a = √x. ومن ثَمَّ أفترض أنَّ
da
dx

 = 1

2 √x
  ⟹  dx = 2 √x  da  ⟹  dx = 2a da

إذن:

a = √x , dx = 2a da بتعويض	
⌠
⎮
⌡

 e √x dx = 
⌠
⎮
⌡

 ea × 2a da

	بإعادة الترتيب  = 
⌠
⎮
⌡

 2a ea  da

الخطوة 2: أجد ناتج التكامل بالأجزاء.

: ، فإنَّ : dv = ea  da. ومن ثَمَّ : u = 2a، وأنَّ أفترض أنَّ
			   u = 2a			  dv = ea  da 

			   du = 2da	 	 v = 
⌠
⎮
⌡

 ea da = ea

إذن:
	صيغة التكامل بالأجزاء

⌠
⎮
⌡

 u  dv = uv - 
⌠
⎮
⌡

 v  du

	بالتعويض
⌠
⎮
⌡

 2a ea  da = 2aea - 
⌠
⎮
⌡

 2 ea  da

	تكامل ea المضروب في ثابت = 2aea -2 ea + C

a = √x  بتعويض	 = 2 √x e √x - 2 e √x + C

مثال 7 

التكامل بالأجزاء، والتكامل بالتعويض

تعلَّمْتُ ســابقًا استعمال التعويض لحلِّ تكاملات يصعب حلُّها بصورة مباشرة. والآن سأتعلَّم 
كيف أحُلُّ بعض التكاملات باستعمال طريقة التعويض وطريقة الأجزاء معًا.

م  أتعلَّ

استُعمِل الرمز a للتعويض؛ 
بُغْيَةَ التفريق بينه وبين الرمز 
u المُســتعمَل في صيغة 

التكامل بالأجزاء.

م  أتعلَّ

بوجــه عــام، إذا كان أُسُّ 

ي غير خطِّي،  الاقتران الأسُِّ
أو كانــت زاويــة الاقتران 
المثلثي غيــر خطِّية، فإنَّني 

أبدأ بتعويضها.
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الوحدة 5

ق من فهمي أتحقَّ

أجد قيمة كلٍّ من التكاملين الآتيين:

a)  
⌠
⎮
⌡

 (x3 + x5 ) sin x2 dx				    b)  
⌠
⎮
⌡

 x5 e x
2
  dx

أُلاحِظ من الأمثلة الســابقة أنَّ إيجاد التكامــل بالأجزاء يعتمد على تحديــد الاقتران المراد 
اشتقاقه لتبسيط التكامل. ويُبيِّن الجدول الآتي تكاملات مختلفة يُمكِن حلُّها بطريقة الأجزاء، 

.u والاختيار الأفضل لـ

u التكامل بطريقة الأجزاء، واختيار ص المفهوم مُلخَّ

الاقترانان المضروباناختيار uأمثلة

x cos x

x2 sin x
xn

xn، حيث n عدد صحيح موجب، مضروبًا في 

اقتران مثلثي.

xex

x3 e-x
xn

xn، حيث n عدد صحيح موجب، مضروبًا في 

ي طبيعي. اقتران أُسِّ

x ln x

x2/3 ln x

الاقتران اللوغاريتمي 
الطبيعي

xn، حيث n عدد حقيقي، مضروبًا في اقتران 

لوغاريتمي طبيعي.

ex cos x

e-x sin x
ي طبيعي، مضروبًا في اقتران مثلثي.أيٌّ منهما اقتران أُسِّ

ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

أجد كُلًّاًّ من التكاملات الآتية:

1    ⌠
⎮
⌡

 (x+1) cos x  dx		  2    ⌠
⎮
⌡

 xex/2  dx			   3    ⌠
⎮
⌡

 (2x2 -1) e-x  dx

4    ⌠
⎮
⌡

 x ln(1 + x) dx			  5    ⌠
⎮
⌡

 x sin x  cos x dx		  6    ⌠
⎮
⌡

 x  sec x  tan x dx
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7    ⌠
⎮
⌡

 
x

sin2 x
  dx			   8    ⌠

⎮
⌡

 ln x

x3
  dx			   9    ⌠

⎮
⌡

 2x2 sec2 x  tan x dx

10    ⌠
⎮
⌡

 (x-2) √8-x  dx		  11    ⌠
⎮
⌡

 x3 cos 2x  dx			   12    ⌠
⎮
⌡

 x

6x
  dx

13    ⌠
⎮
⌡

 e3x cos x  dx			   14    ⌠
⎮
⌡

 cos x ln sin x  dx 		  15    ⌠
⎮
⌡

 ex ln (1 + ex )  dx 

أجد قيمة كلٍّ من التكاملات الآتية:

16    ⌠ π/2
⎮
⌡0

 ex cos x  dx			  17    ⌠ e
⎮
⌡1

 ln x2  dx			   18    ⌠ 2
⎮
⌡1

 ln(xex )  dx

19    ⌠ π/9
⎮
⌡π/12

 x sec2 3x  dx		  20    ⌠ e
⎮
⌡1

 x4  ln x  dx			   21    ⌠ π/2
⎮
⌡0

 x2  sin x  dx

22    ⌠ 1
⎮
⌡0

 x(e-2x + e-x )  dx		  23    ⌠ 1
⎮
⌡0

 
xex

(1 + x)2
  dx			   24    ⌠ 1

⎮
⌡0

 x 3x  dx

أجد كُلًّاًّ من التكاملات الآتية:

25    ⌠
⎮
⌡

 x3 ex2
  dx			   26    ⌠

⎮
⌡

 cos (ln x)  dx			   27    ⌠
⎮
⌡

 x3 sin x2 dx

28    ⌠
⎮
⌡

 ecos x  sin 2x  dx		  29    ⌠
⎮
⌡

 sin √x  dx			   30    ⌠
⎮
⌡

 x3 ex2

(x2 +1)2
  dx

31    ⌠
⎮
⌡

 ln (9 - x2)  dx			  32    ⌠
⎮
⌡

 4 ln x

(x - 1)3   dx

إذا كان الشــكل المجــاور يُمثِّــل منحنــى الاقتران: 
f(x) = e-x  sin 2x، حيــث: x ≥ 0، فأُجيــب عن 

السؤالين الآتيين تباعًا:

.B والنقطة ،A أجد إحداثيي كلٍّ من النقطة  33 

 أجد مساحة المنطقة المُظلَّلة. 34 

ك جُسَــيْم في مسار مســتقيم، وتعطى ســرعته بالاقتران: v(t) = t e-t/2، حيث t الزمن بالثواني، وv سرعته   �يتحرَّ 35 

بالمتر لكل ثانية. إذا بدأ الجُسَيْم الحركة من نقطة الأصل، فأجد موقعه بعد t ثانية.

y

x0

-0.5

0.5

BA

y = e-x sin 2x
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الوحدة 5

في كلٍّ ممّا يأتي المشــتقة الأولى للاقتران f(x)، ونقطة يمرُّ بها منحنى y = f(x). أســتعمل المعلومات المعطاة لإيجاد 
:f(x) قاعدة الاقتران

36    f '(x) = (x + 2) sin x ; (0, 2)			   37    f ' (x) = 2xe-x  ; (0, 3)

مــة في الطباعة. إذا  مــت دعاء لدورة تدريبية مُتقدِّ  �دورة تدريبية: تقدَّ 38 

ل:  كان عــدد الكلمات التــي تطبعها دعاء فــي الدقيقة يــزداد بمُعدَّ
N ' (t) = (t + 6)e-0.25t، حيث N(t) عــدد الكلمات التي تطبعها 

دعاء في الدقيقة بعد t أســبوعًا من التحاقها بالدورة، فأجد N(t)، علمًا بــأنَّ دعاء كانت تطبع 40 كلمة في الدقيقة 
عند بَدْء الدورة.

مهارات التفكير العليا

.⌠ 3
⎮
⌡1/2

 x2 ln 2x  dx = 9 ln 6 - 215
72

 :  تبرير: أُثبتِ أنَّ 39 

.⌠ π/4
⎮
⌡0

 x sin 5x sin 3x  dx = π-2
16

 :  تبرير: أُثبتِ أنَّ 40 

.x = 2 + e-x/2 :ق المعادلة a ⌠، فأُثبتِ أنَّ a يُحقِّ
⎮
⌡0

 xex/2  dx = 6 :تبرير: إذا كان  41 

ر إجابتي. ⎮⌠  بطريقتين مختلفتين، ثمَّ أُبرِّ
⌡

 (ln x)2  dx :تبرير: أجد  42 

تبريــر: إذا كان الشــكل المجــاور يُمثِّــل منحنــى الاقتــران: y = x e2x، حيــث: 
 -، فأُجيب عن السؤالين الآتيين تباعًا:

1

2
 ≤ x ≤ 

1

2

.R
2
R، والمنطقة 

1
 أجد مساحة كلٍّ من المنطقة  43 

.(e - 2): e تساوي R
2
R إلى مساحة المنطقة 

1
 أُثبتِ أنَّ مساحة المنطقة  44 

:a ≠ 0 عدد صحيح موجب، و n :أستعمل التكامل بالأجزاء لإثبات كلٍّ ممّا يأتي، حيث : تحدٍّ

45   
⌠
⎮
⌡

xn ln x dx = 
xn + 1

(n + 1)2  (-1 + (n + 1) ln x) + C 	 46   
⌠
⎮
⌡

 xn eax dx = 
xn eax

a
 - 

n
a

 
⌠
⎮
⌡

 xn-1 eax dx

R
2

R
1

y

x0 1
2

1
2

-

y = xe2x
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الدرس

5
 إيجاد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي اقترانين. · 	  فكرة الدرس � 

م الدوراني.  إيجاد حجم المُجسَّ · 			 

�اعتمادًا على الشكل المجاور الذي يُبيِّن منحنيي  	 مسألة اليوم � 
،f(x) = -2 cos x + 4 :الاقترانين 

 :h(x) = 2 cos x + 2 و

.Cو ،Bو ،A :أجد إحداثيي كلٍّ من النقاط  1 			 

.R
2
R، والمنطقة 

1
 أجد مساحة كلٍّ من المنطقة  2 			 

x

y

0

A B C

R
2

R
1

f(x) = -2 cos x + 4

h(x) = 2 cos x +2

مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي اقترانين

تعلَّمْتُ ســابقًا إيجاد مســاحة المنطقة المحصــورة بين منحنى الاقتران والمحور x. والآن ســأتعلَّم إيجاد مســاحة المنطقة 
المحصورة بين منحنيين.

 ،g(x)و ،f(x) :المحصــورة بين منحنيــي الاقترانيــن A إذا أردْتُ إيجــاد مســاحة المنطقــة
والمســتقيمين: x = a، وx = b كما في الشــكل المجاور، فإنَّني أطرح المســاحة التي أسفل 

.(A
1 
A) من المساحة التي أسفل المنحنى العلوي (

2 
المنحنى السفلي (

: بوجه عام، فإنَّ

المساحات والحجوم
Areas and Volumes

ba

y

x

g(x)

f(x)

AA

ba

y

x

g(x)AA

A
2

f(x)

= -

ba

y

x

g(x)

A
2

ba

y

x

f(x)

A
1

A
1

	 A = 
⌠ b
⎮
⌡ a

 f(x) dx - 
⌠ b
⎮
⌡ a

 g(x)  dx

              A
1
      -          A

2

	 = 
⌠ b
⎮
⌡ a

 ( f(x) - g(x))  dx
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الوحدة 5

إذا كان f(x) وg(x) اقترانيــن مُتَّصِلين على 
[a, b]، وكان f(x) ≥ g(x)، فــإنَّ  الفتــرة 
مســاحة المنطقــة المحصورة بيــن منحنيي 
f(x)، وg(x)، والمســتقيمين:  الاقترانيــن: 

x = a، و x = b، هي: 

A = 
⌠ b
⎮
⌡ a

 (f(x) - g(x))  dx

مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي اقترانين مفهوم أساسي

 ،g(x) = x و ،f(x) = ex :أجــد مســاحة المنطقة المحصورة بيــن منحنيــي الاقترانيــن� 
.x = 2 و ،x = 0 :والمستقيمين

الخطوة 1: أجد الإحداثي x لنقاط تقاطع منحنيي الاقترانين في الفترة المعطاة )إنْ وُجِدت(.

لًًا قاعدتي  لإيجاد الإحداثي x لنقــاط تقاطع منحنيي الاقترانين في الفترة [2 ,0]، أُســاوي أوَّ
الاقترانين، ثمَّ أحُلُّ المعادلة الناتجة:

	بمساواة الاقترانين f(x) = g(x)

 f(x) = ex , g(x) = x بتعويض	 ex = x

بمــا أنَّ ex ≠ x، فإنَّ منحنيــي الاقترانين لا 
يتقاطعان كما في الشكل المجاور.

مثال 1

1

y

x
ba

(f(x)-g(x)) dx
⌠b

⌡a f(x)

g(x)

 ،x = bو ،x = a :عند إيجاد مســاحة المنطقة المحصورة بين منحنيي اقترانين، والمستقيمين
يجــب تحديد الإحداثي x لنقاط تقاطع منحنيي الاقترانين في الفترة [a, b] )إنْ وُجِدت(؛ لأنَّ 

وجود نقاط تقاطع بين منحنيي الاقترانين قد يتطلَّب تجزئة التكامل.

y

x0

2

2 4

g(x) = x

f(x) = ex

4

6

-2

م  أتعلَّ

يُمكِــن إيجاد المســاحة 
المحصــورة بين منحنيي 
اقترانيــن في فتــرة ما من 
دون تحديــد العلــوي 
والســفلي منهما في تلك 
الفترة باســتعمال الصيغة 

الآتية:
A =

⌠b
⎮
⌡a

 | f(x)-g(x)|dx
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م  أتعلَّ

يُمكِــن تحديــد الاقتران 
العلوي والاقتران السفلي 
في فتــرة لا يتقاطع فيها 
المنحنيــان مــن دون 
تمثيلهمــا بيانيًّا عن طريق 
قِيَــم  تعويــض إحــدى 
المُتغيِّــر x في تلك الفترة 
فــي كلا الاقترانيــن، ثمَّ 

مقارنة صورتيهما. 

الخطوة 2: أجد المساحة عن طريق التكامل.

بما أنَّ منحنى الاقتران f(x)  هو العلوي، ومنحنى الاقتران g(x) هو الســفلي كما في الشكل 
السابق، فإنَّه يُمكِن إيجاد مساحة المنطقة المطلوبة كالآتي:

	صيغة المساحة المحصورة بين منحنيي اقترانين A = 
⌠ b
⎮
⌡a

 ( f(x) - g(x))  dx

f(x) = ex , g(x) = x بتعويض	 = 
⌠ 2
⎮
⌡0

 (ex - x)  dx

ة 	تكامل ex، وتكامل اقتران القوَّ = (ex - 1
2

 x2 ) 
⎮ 2
⎮
⎮0

	بالتعويض = (e2 - 1
2

 (2)2 ) - (e0 - 1
2

 (0)2 )

	بالتبسيط = e2 - 3

إذن، المساحة هي: e2 - 3 وحدة مُربَّعة.

 ،g(x) = sin xو ،f(x) = cos x :أجد المســاحة المحصــورة بين منحنيــي الاقترانيــن� 
.x = π

2
والمستقيمين: x = 0، و 

الخطوة 1: أجد الإحداثي x لنقاط تقاطع منحنيي الاقترانين في الفترة المعطاة )إنْ وُجِدت(.

لًًا قاعدتي  π ,0]، أُســاوي أوَّ
2

لإيجــاد الإحداثي x لنقاط تقاطع منحنيي الاقترانين في الفترة [ 
الاقترانين، ثمَّ أحُلُّ المعادلة الناتجة:

	بمساواة الاقترانين f(x) = g(x)

f(x) = cos x, g(x) = sin x بتعويض	 cos x = sin x

[0, π
2

	بحلِّ المعادلة لـ x في الفترة [  x = π
4

إذن، الإحداثــي x لنقــاط تقاطــع منحنيي 

 ،[0, π
2

الاقترانين: f(x)، وg(x) في الفترة [ 

x = π كما في الشكل المجاور.
4

هو: 

2

y

x0 π
4

π
2

x = π
2

x = 0
A

1
A

2

g(x) = sin x
f(x) = cos x
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الوحدة 5

الخطوة 2: أجد المساحة عن طريق التكامل. 

π ,0]، ويُبيِّن 
4

يُبيِّن الشــكل الســابق أنَّ منحنى الاقتران f(x) هو العلوي، وأنَّ منحنى الاقتران g(x) هو السفلي في الفترة [ 

 .[ π
4

 , π
2

أيضًا أنَّ منحنى الاقتران g(x) هو العلوي، وأنَّ منحنى الاقتران f(x) هو السفلي في الفترة [ 

:A
2
A، والمنطقة 

1
، فإنَّ مساحة المنطقة المطلوبة هي مجموع مساحة كلٍّ من المنطقة  ومن ثَمَّ

A = A	مساحة المنطقة المطلوبة
1
 + A

2

 =	صيغة المساحة المحصورة بين منحنيي اقترانين
⌠ π/4
⎮
⌡0

 (f(x)-g(x)) dx + 
⌠ π/2
⎮
⌡π/4

 (g(x)-f(x)) dx

f(x) = cos x, g(x) = sin x بتعويض	= 
⌠ π/4
⎮
⌡0

 (cos x - sin x) dx + 
⌠ π/2
⎮
⌡π/4

 (sin x - cos x) dx

sin x وتكامل ،cos x تكامل	= (sin x + cos x) 
⎮ π/4
⎮
⎮0

 + (-cos x - sin x) 
⎮ π/2
⎮
⎮π/4

sin π)) =	بالتعويض
4

 +cos π
4

 )-(sin 0+cos 0))+(-cos π
2

 - sin π
2

 )-(-cos π
4

 - sin π
4

 )

2 - 2√ 2 =	بالتبسيط

إذن، المساحة هي: 2 - 2√ 2 وحدة مُربَّعة.

ق من فهمي أتحقَّ

 ،x = 0 :والمســتقيمين ،g(x) = x2 + 1 و ،f(x) = √x  :أجد مســاحة المنطقة المحصورة بين منحنيي الاقترانين�  )a 

.x = 3 و

 ،x = 0 :والمســتقيمين ،g(x) = 2-sin x و ،f(x) = sin x :أجد المســاحة المحصورة بين منحنيي الاقترانيــن�  )b 

.x = π و

 ،x = a :أُلاحِظ أنَّ المنطقة التي يُراد إيجاد مســاحتها بين المنحنيين في المثال الســابق محدودة بمستقيمين معطيين، هما
و x = b. ولكنْ، إذا كانت هذه المنطقة محصورة فقط بين منحنيين متقاطعين من دون تحديد مُســبَّق للحدود، فإنَّ حدود 

التكامل ستكون ضمن قِيَم x التي يتقاطع عندها المنحنيان.
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 ،g(x) = 4x - x2 و ،f(x) =  1
2

 x3 :أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي الاقترانين
ل من المستوى الإحداثي. في الربع الأوَّ

الخطوة 1: أجد الإحداثي x لنقاط تقاطع منحنيي الاقترانين.

لًًا قاعدتي الاقترانين، ثمَّ أحُلُّ  لإيجاد الإحداثي x لنقاط تقاطع منحنيي الاقترانين، أُســاوي أوَّ
المعادلة الناتجة:

	بمساواة الاقترانين f(x) = g(x)

f(x) = 
1
2

 x3, g(x) = 4x - x2 بتعويض	 1
2

 x3 = 4x - x2

	بالضرب في 2 x3 = 8x - 2x2

x3 + 2x2 - 8x = 0بإعادة ترتيب المعادلة

x(x2 + 2x - 8) = 0بإخراج x عاملًًا مشتركًا

x(x - 2)(x + 4) = 0بالتحليل

 x = 0خاصية الضرب الصفري or  x- 2 = 0  or  x + 4 = 0

x بحلِّ كل معادلة لـ                x = 2            x = - 4

ل من المســتوى  بما أنَّ المســاحة المطلوبة تقع في الربع الأوَّ
الإحداثي، فــإنَّ الإحداثي x لنقاط تقاطــع منحنيي الاقترانين 
ل هو: x = 0، وx = 2 كما في الشكل المجاور. في الربع الأوَّ

الخطوة 2: أجد المساحة عن طريق التكامل.

بما أنَّ منحنى الاقتران f(x) هو الســفلي، ومنحنى الاقتران g(x) هو العلوي كما في الشــكل 
المجاور، فإنَّه يُمكِن إيجاد مساحة المنطقة المطلوبة كالآتي:

	صيغة المساحة المحصورة بين منحنيي اقترانين A = 
⌠ b
⎮
⌡a

 ( g(x) - f(x))  dx

f(x) = 
1
2

 x3, g(x) = 4x - x2 بتعويض	 = 
⌠ 2
⎮
⌡0

 ((4x - x2 ) - 1
2

 x3 )  dx

ة المضروب في ثابت 	تكامل اقتران القوَّ = (2x2 - 1
3

 x3 - 1
8

 x4 )⎮ 2
⎮
⎮0

مثال 2

f(x)

g(x)

y

x2 40

م  أتعلَّ

أُلاحِظ أنَّ حدود التكامل 
لم تُذكَــر في المســألة؛ 
لذا يجــب إيجــاد نقاط 
التقاطع؛ فهي تُمثِّل حدود 

التكامل.

ر  أتذكَّ

منحنى الاقتران: 

 = f(x) هو تضيُّق 
1
2

 x3

رأسي لمنحنى الاقتران 
.f(x) = x3 :الرئيس
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الوحدة 5

ر  أتذكَّ

قد تكون قيمــة الإزاحة 
موجبــةً، أو ســالبةً، أو 
صفرًا، تبعًا لاتجاه حركة 
الجسم. أمّا المسافة فهي 
طول المسار الذي يقطعه 
الجسم بصرف النظر عن 

الاتجاه.

	بالتعويض = (8 - 8
3

 - 2) - 0

	بالتبسيط = 10
3

10  وحدة مُربَّعة.
3

إذن، المساحة هي: 

ق من فهمي أتحقَّ

.g(x) = x + 2 و ،f(x) = x2 :أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي الاقترانين

التكامل، ومنحنى السرعة - الزمن 

 ،t موقع جسم عند الزمن s(t) تعلَّمْتُ ســابقًا أنَّ الإزاحة هي التغيُّر في موقع الجسم؛ فإذا كان
.s(t

2
 ) - s(t

1
t]  هي: ( 

1 
, t

2 
فإنَّ الإزاحة على الفترة الزمنية [

تعلَّمْتُ أيضًا أنَّه يُمكِن استعمال التكامل المحدود لإيجاد إزاحة جسم عُلِمت سرعته كالآتي:

s(t
2
 ) - s(t

1
 ) = 

⌠ t2
⎮
⌡t

1

 v(t)  dt

أمّا المسافة الكلية التي يقطعها الجسم فيُمكِن إيجادها كما يأتي:

d = 
⌠ t2
⎮
⌡t

1

 |v(t)|  dt

ك في مســار مســتقيم، فإنَّ التكامل يُستعمَل  إذا عُلِم منحنى الســرعة - الزمن لجســم يتحرَّ
لإيجاد إزاحة هذا الجســم؛ ذلك أنَّ الإزاحة تســاوي تكامل اقتران السرعة؛ لذا  يَلزم الانتباه 
إلى أنَّ المســاحة الواقعة أسفل المحور x والمحصورة بين منحنى السرعة- الزمن والمحور 
x تُعبِّر عن قيمة سالبة للتكامل، وأنَّ المساحة الواقعة فوق المحور x والمحصورة بين منحنى 

السرعة- الزمن والمحور x تُعبِّر عن قيمة موجبة للتكامل.

أمّا المسافة الكلية التي يقطعها الجسم فيُمكِن إيجادها بإيجاد المساحة المحصورة بين منحنى 
السرعة - الزمن والمحور x؛ لأنَّها تكامل اقتران السرعة القياسية.
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م أتعلَّ

يُمكِن تقسيم المنطقة إلى 
مساحات أصغر. 

م أتعلَّ

أُلاحِــظ أنَّ المنحنــى 
المجــاور هــو منحنــى 
السرعة - الزمن، وأنَّ قيمة 

x تُمثِّل موقع الجسم.

ر أُفكِّ

هل يُمكِــن إيجاد الإزاحة 
ر  أُبــرِّ بطريقــة أُخــرى؟ 

إجابتي.

يُبيِّن الشــكل المجاور منحنى الســرعة - الزمن 

ك على المحور x في الفترة الزمنية  لجُسَــيْم يتحرَّ

[5 ,0]. إذا بدأ الجُسَيْم الحركة من x = 2 عندما 

t = 0، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

 إزاحة الجُسَيْم في الفترة الزمنية المعطاة.

الخطوة 1: �أجــد المســاحة بيــن منحنــى 

.x السرعة - الزمن والمحور
لإيجاد المســاحة بين منحنى الســرعة - الزمن 
ــم المساحة الكلية إلى جزأين؛  والمحور x، أُقسِّ
A، والثاني: مساحة شبه 

1
ل: مساحة المثلث  الأوَّ

.A
2
المُنحرِف 

	·:A
1
مساحة المثلث 

	صيغة مساحة المثلث A
1
 = 1

2
 bh

b = 2, h = 4 بتعويض	 = 1
2

 (2)(4) = 4

4 m2 :هي A
1
إذن، مساحة المثلث 

	·:A
2
مساحة شبه المُنحرِف 

	صيغة مساحة شبه المُنحرِف A
2
 = 1

2
 (b

1
 + b

2
 ) h

 b
1
 = 3, b

2
 = 2, h = 2 بتعويض	 = 1

2
 (3 + 2) × 2 = 5

5 m2 :هي A
2
إذن، مساحة شبه المُنحرِف 

v(m/s)

t(s)
0

2

-2

-4

1 2 3 4 5 6

مثال 3

A
1

A
2

v(m/s)

0

2

-2

-4

1 2 3 4 5 6

t(s)

1
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الوحدة 5

ر أتذكَّ

اقتران الســرعة القياسية 
.|v(t)| هو

الخطوة 2: أجد الإزاحة.

	صيغة الإزاحة s(t
2
 ) - s(t

1
 ) = 

⌠ t2
⎮
⌡t

1

 v(t)  dt

t
1
 = 0, t

2
	بتعويض 5 =  s(5) - s(0) = 

⌠ 5
⎮
⌡0

 v(t)  dt

	بتجزئة التكامل s(5) - s(0) = 
⌠ 2
⎮
⌡0

 v(t)  dt + 
⌠ 5
⎮
⌡2

 v(t)  dt

	بالتعويض = -4 + 5 = 1

إذن، إزاحة الجُسَيْم في الفترة [5 ,0] هي m 1 إلى اليمين.

 المسافة التي قطعها الجُسَيْم في الفترة الزمنية المعطاة.

	تكامل اقتران السرعة القياسية d = 
⌠ 5
⎮
⌡0

 |v(t)|  dt = A
1
 + A

2

A
1
 = 4, A

2
	بتعويض 5 =  = 4 + 5 = 9

9 m :إذن، المسافة التي قطعها الجُسَيْم في الفترة [5 ,0] هي

 الموقع النهائي للجُسَيْم.

	صيغة الإزاحة s(5) - s(0) = 
⌠ 5
⎮
⌡0

  v(t)  dt

 s(0) = 2, 
⌠ 5
⎮
⌡0

 v(t) dt = 1 بتعويض	 s(5) - 2 = 1 

	بالتعويض s(5) = 3

3 m :إذن، الموقع النهائي للجُسَيْم هو

ق من فهمي أتحقَّ

يُبيِّن الشكل المجاور منحنى الســرعة - الزمن لجُسَيْم 
ك على المحور x في الفترة الزمنية [5 ,0]. إذا بدأ  يتحرَّ
الجُسَــيْم الحركة من x = 3 عندما t = 0، فأجد كُلًّاًّ 

ممّا يأتي:

 إزاحة الجُسَيْم في الفترة الزمنية المعطاة. )a 

 المسافة التي قطعها الجُسَيْم في الفترة الزمنية المعطاة. )b 

 الموقع النهائي للجُسَيْم. )c 

2

3

v(m/s)

t(s)
0

1

2

-1

-2

1 2 3 4 5 6
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الحجوم الدورانية

م  تعلَّمْتُ سابقًا أنَّ الشكل الناتج من دوران منطقة ما دورة كاملة حول المحور x يُسمّى المُجسَّ
م عن طريق التكامل. الدوراني، وأنَّه يُمكِن إيجاد حجم هذا المُجسَّ

 ،x والمحور y = f(x) م الناتج من دوران المنطقة التي تنحصر بين منحنى حجم المُجسَّ
وتقع بين x = a و x = b، حيث: a < b حول المحور x، هو: 

V = 
⌠ b
⎮
⌡ a

 π y 2  dx    or    V = 
⌠ b
⎮
⌡ a

 π(f(x))2  dx

y = f(x)

y

xa b

y = f(x)

y

xa0 0b

مات الدورانية حجوم المُجسَّ مراجعة المفهوم

 f(x) = ex :ــم الناتج من دوران المنطقة المحصورة بيــن منحنى الاقتران أجد حجم المُجسَّ
.x حول المحور x = 2 إلى x = -1 من ،x والمحور

x م الناتج من الدوران حول المحور 	صيغة حجم المُجسَّ V = 
⌠ b
⎮
⌡a

 π (f(x))2  dx

 f(x) = ex, a = -1, b = 2 بتعويض	 = 
⌠ 2
⎮
⌡-1

 π (ex )2  dx

	بالتبسيط = 
⌠ 2
⎮
⌡-1

 πe2x  dx

مثال 4
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الوحدة 5

ي الطبيعي المضروب في ثابت 	تكامل الاقتران الأسُِّ = π
2

 e2x  
⎮ 2
⎮
⎮-1

	بالتعويض = π
2

 (e2(2) - e2(-1) )

	بالتبسيط = π
2

 (e4 - e-2 )

بة. π وحدة مُكعَّ
2

 (e4 - e-2 ) :م الناتج من دوران هذه المنطقة هو إذن، حجم المُجسَّ

 الدعم البياني

م الناتج من دوران المنطقة  يُبيِّن الشــكل المجاور المُجسَّ
 ،x والمحور ،f(x) = ex :المحصورة بين منحنى الاقتران

.x حول المحور x = 2و ،x = -1:والمستقيمين

ق من فهمي أتحقَّ

 ،f(x) =  1
x

ــم الناتج من دوران المنطقة المحصــورة بين منحنى الاقتران:  أجد حجم المُجسَّ
.x حول المحور x = 4و ،x = 1:والمستقيمين ،x والمحور

y y = ex

x
2

1

-1

ــم الناتــج من دوران المنطقــة المحصورة  تعلَّمْــتُ في المثال الســابق إيجاد حجم المُجسَّ
بين منحنــى اقتران، والمحور x، والمســتقيمين: x = a، وx = b حــول المحور x. والآن 
ــم الناتج من دوران منطقة محصورة بين منحنيي اقترانين،  ســأتعلَّم كيف أجد حجم المُجسَّ
ــم الدوراني  والمســتقيمين: x = a، وx = b حول المحور x، عن طريق طرح حجم المُجسَّ

م الدوراني الخارجي كما في الشكل الآتي: الداخلي من حجم المُجسَّ

a b

f(x)

g(x)

م  أتعلَّ

م الناتج  أُلاحِظ أنَّ المُجسَّ
من الــدوران مُفــرَغ من 

الداخل.
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 ،f(x) = x :ــم الناتج من دوران المنطقة المحصورة بين منحنيي الاقترانين أجد حجم المُجسَّ

.x ل من المستوى الإحداثي حول المحور وg(x) = x3، في الربع الأوَّ

الخطوة 1: أجد الإحداثي x لنقاط تقاطع منحنيي الاقترانين. 

لًًا قاعدتي الاقترانين، ثمَّ أحُلُّ  لإيجاد الإحداثي x لنقاط تقاطع منحنيي الاقترانين، أُســاوي أوَّ
المعادلة الناتجة:

f(x) = g(x)بمساواة الاقترانين

f(x) = x, g(x) = x3 بتعويضx = x3

x - x3 = 0بطرح x3 من طرفي المعادلة

x (1 - x2 ) = 0بإخراج x عاملًًا مشتركًا

x (1 - x)(1 + x) = 0بالتحليل

 x = 0خاصية الضرب الصفري or  1 - x = 0  or  1 + x = 0

 x بحلِّ كل المعادلة لـ                    x = 1                     x = -1

ل من المستوى  بما أنَّ المنطقة المطلوبة تقع في الربع الأوَّ
الإحداثي، فإنَّ الإحداثي x لنقاط تقاطع منحنيي الاقترانين 
ل، هو: x = 0، وx = 1 كما في الشــكل  فــي الربــع الأوَّ

المجاور.

مثال 5

0 1

y

x

f(x) = x

g(x) = x3

م  أتعلَّ

أُلاحِظ من التمثيل البياني 
f(x) أبعــد  أنَّ منحنــى 
g(x) عن  مــن منحنــى 

.x المحور

إذا كان f(x) وg(x) اقترانيــن مُتَّصِلين على الفتــرة [a, b]، وكان منحنى f(x) أبعد من 
منحنــى g(x) عن المحور x، وكان كلا المنحنيين في الجهة نفســها من المحور x، فإنَّ 
 ،f(x) :ــم الناتج من دوران المنطقة التي تنحصر بيــن منحنيي الاقترانين حجم المُجسَّ

و g(x)، وتقع بين x = a، وx = b، حيث: a < b حول المحور x، هو: 

V = 
⌠ b
⎮
⌡ a

 π ((f(x))2 - (g(x))2 )  dx

م الدوراني الناتج من دوران منحنيي اقترانين حجم المُجسَّ مفهوم أساسي

م  أتعلَّ

يُشــترَط لتطبيــق معادلة 
م الدوراني الناتج  المُجسَّ
من دوران منطقة محصورة 
بين منحنيــي اقترانين أنْ 
يكــون كلا المنحنيين في 
الجهة نفســها بالنسبة إلى 

.x المحور
أمّا إذا كان أحد الاقترانين 
x والآخر  فوق المحــور 
أســفله، فإنَّه يَلزم لإيجاد 
الحجــم الناتــج توافــرُ 
تفاصيل أُخــرى لن تُذكَر 

في هذا الكتاب.
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الوحدة 5

م الدوراني عن طريق التكامل.  الخطوة 2: أجد حجم المُجسَّ

بما أنَّ منحنى الاقتران f(x) هو الأبعد عن المحور x من منحنى الاقتران g(x) كما في الشكل 
م الناتج من دوران المنطقة المطلوبة كالآتي: السابق، فإنَّه يُمكِن إيجاد حجم المُجسَّ

م الناتج  صيغة حجم المُجسَّ
x من الدوران حول المحور	 V = 

⌠ b
⎮
⌡a

 π (( f(x))2 - (g(x))2 )  dx 

a = 0, b = 1, بتعويض 
f(x) = x, g(x) = x3	 = 

⌠ 1
⎮
⌡0

 π ((x)2 - (x3 )
2
 )  dx

	بالتبسيط = π 
⌠ 1
⎮
⌡0

 (x2 - x6 )  dx

ة 	تكامل اقتران القوَّ = π ( 1
3

 x3 - 1
7

 x7 ) 
⎮ 1
⎮
⎮0

	بالتعويض = π (( 1
3

 (1)3 - 1
7

 (1)7 ) - ( 1
3

 (0)3 - 1
7

 (0)7 ))

	بالتبسيط = 4π
21

بة. 4π وحدة مُكعَّ
21

م الناتج من دوران هذه المنطقة هو:  إذن، حجم المُجسَّ

 الدعم البياني

ــم الناتج مــن دوران المنطقة  يُبيِّن الشــكل المجــاور المُجسَّ
المحصورة بين منحنيي الاقترانين: f(x) = x، وg(x) = x3، في 

.x ل من المستوى الإحداثي حول المحور الربع الأوَّ

ق من فهمي أتحقَّ

 ،f(x) = √x :م الناتج من دوران المنطقة المحصورة بين منحنيي الاقترانين أجد حجم المُجسَّ
.x حول المحور g(x) = x2 و

y

x



84

ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

أجد مساحة المنطقة المُظلَّلة في كلٍّ من التمثيلات البيانية الآتية:

1   

1

1

-1

-2

0

y

x

y = x2

y = -2x4

				    2     

(-2, -2)

(2 ,2)

x0

yy = x3- 3x y = x

3    y

x0 1

1

2

3

4

5

-1-2 2 3

f(x) = e0.5x

h(x) = e-0.5x

			   4   
y

x

2

1

π
4

0

y = sec2 x

y = sin x

.g(x) = 2x2 و ،f(x) = 1
2

 x2 + 6 :أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي الاقترانين  5 

ل.  �أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي الاقترانين: f(x) = 4x، و g(x) = 3x، والمستقيم x = 1 في الربع الأوَّ 6 

x = π في 

2
 �أجد مســاحة المنطقة المحصورة بين منحنيي الاقترانين: f(x) = ex، و g(x) = cos x، والمســتقيم  7 

ل. الربع الأوَّ

.g(x) = -x2 + 2x و ،f(x) = 3x3 - x2 -10x :أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي الاقترانين  8 
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الوحدة 5

 �أجد مســاحة المنطقة المحصورة بين منحنيي الاقترانين: f(x) = 4 - x2، و g(x) = 4x + 12، والمســتقيمين:  9 

.x = 2 و ،x = -1

.h(x) = 4 √x و ،f(x) = 1
2

 x2 :أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي الاقترانين  10 

 �يُبيِّن  الشكل التالي منحنى الاقتران: f(x) = x2. إذا كان إحداثيا النقطة A هما A(a, a2 )، فأُثبتِ أنَّ مساحة المنطقة  11 

.ABCD تساوي ثلثي مساحة المستطيل AB والقطعة المستقيمة f(x) المحصورة بين منحنى الاقتران

A(a, a2 )

DC

B

f(x)

0

y

x

 = f(x). إذا كان الإحداثي x لكلٍّ  2

x2 + x :يُبيِّن الشكل المجاور منحنى الاقتران�  12 

1 و 2 على الترتيب، فأجد مساحة المنطقة المحصورة 
2

من النقطة A والنقطة B هو 

.f(x) ومنحنى الاقتران AB بين المستقيم

 x ك على المحور يُبيِّن الشــكل المجاور منحنى السرعة - الزمن لجُسَيْم يتحرَّ
في الفترة الزمنية [8 ,0]. إذا بدأ الجُسَيْم الحركة من x = 5 عندما t = 0، فأجد 

كُلًّاًّ ممّا يأتي:

 إزاحة الجُسَيْم في الفترة الزمنية المعطاة. 13 

 المسافة التي قطعها الجُسَيْم في الفترة الزمنية المعطاة.  14 

 الموقع النهائي للجُسَيْم. 15 

B

A

20

y

x1
2

f(x) =     + x2
x

2

t(s)

v(m/s)

4

2

2

-2

-4

4 6 8
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 ،f(x) = x2 - 10x + 25 ـن الشــكل المجــاور منحنيــي الاقترانيــن:  يُبيّـِ
و g(x) = 5 + 4x - x2. اعتمادًا على هذا الشكل، أُجيب عن السؤالين الآتيين تباعًا:

.B والنقطة ،A أجد إحداثيي كلٍّ من النقطة  16 

.x م الناتج من دوران المنطقة المُظلَّلة حول المحور  أجد حجم المُجسَّ 17 

 [0, π] في الفترة f(x) = √sin x :ــم الناتج من دوران المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران  �أجد حجم المُجسَّ 18 

.x حول المحور x والمحور

م الناتج من دوران المنطقة المحصورة بين منحنيي الاقترانين: f(x) = √x، و g(x) = x3 حول   �أجد حجم المُجسَّ 19 

.x المحور

ــم الناتج مــن دوران المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتــران: f(x) = 1 + sec x في الفترة   �أجد حجم المُجسَّ 20 

.x حول المحور y = 3 والمستقيم (- π
3

 , π
3

 )

مهارات التفكير العليا

 .x ≥ 1 :حيث ،f(x) =  √2x - 2 :تبرير:  يُبيِّن الشكل المجاور منحنى الاقتران

إذا كانــت النقطــة P(9, 4) تقع على منحنــى الاقتران f(x)، حيــث PA يوازي 

المحور y، و PB يوازي المحور x، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

 ،y = 4 والمستقيم ،f(x) مســاحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران�  21 

والمحورين الإحداثيين.

 .x والمحور ،x = 9 والمستقيم ،f(x) مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران�  22 

f(x) = x2 -10x +25

A

B
x

y

g(x) = 5 + 4x -x2

A

P

f(x)

x

y

B

0
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الوحدة 5

 �تبرير: يُبيِّن الشــكل المجاور المنطقة المحصورة بين المحورين الإحداثيين في  23 

 ،x = 6 :والمســتقيمين ،f(x) = 2 √x-2 :ل، ومنحنــى الاقتران الربع الأوَّ
ــم الناتج من دوران المنطقــة حول المحور x، ثمَّ  و y = 5. أجد حجم المُجسَّ

ر إجابتي. أُبرِّ

 ،f(x) = cos x :تبرير: يُبيِّن الشــكل المجاور منحنيي الاقترانيــن
و h(x) = sin x. اعتمــادًا على هذا الشــكل، أُجيب عن الأســئلة 

الثلاثة الآتية تباعًا:

.A أجد إحداثيي النقطة�  24 

.R
1 
, R

2 
, R

3
 �أجد مساحة كلٍّ من المناطق:  25 

R تساوي: 2 : 2√ .
2
R إلى مساحة المنطقة 

1
 �أُثبتِ أنَّ مساحة المنطقة  26 

: إذا كان العمودي على المماس لمنحنى الاقتران: f(x) = x2 - 4x + 6 عند النقطة (3 ,1) يقطع منحنى الاقتران  تحــدٍّ
ة أُخرى عند النقطة P، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:  مَرَّ

.P إحداثيات النقطة  27 

ب إجابتي إلى أقرب 3 منازل   �مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران f(x) والعمودي على المماس، ثمَّ أُقرِّ 28 

عشرية.

 �تبريــر: المنطقة المُظلَّلة في الشــكل المجــاور محصورة بين  29 

 ،x = -1 عندما x قطعين مُكافئِين، يقطع كلٌّ منهمــا المحور
 ،y = 2k(x2 - 1) :إذا كانــت معادلتا القطعين هما .x = 1 و
و y = k(1- x2 )، وكانــت مســاحة المنطقــة المُظلَّلة هي 

.k 8 وحدات مُربَّعة، فأجد قيمة الثابت

y = 5
x = 6

f(x)

x

y

0 5

2

4

x

A

R
3

R
2

R
1

y

0 π
2

π

1

f(x) = cos x
h(x) = sin x

y = k(1 - x2 )

y = 2k(x2-1)

0

y

x
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تطبيقات التكامل: المساحة 
Applications of integration: Area

أســتعمل برمجية جيوجبرا لإيجاد المســاحة المحصورة بين منحنيي اقترانين بوصفها تكاملًًا محدودًا، وأُراعي تحويل إشارة 
.x الناتج السالبة إلى إشارة موجبة إذا وقعت المنطقة أسفل المحور

 معــمــل
 برمجـيــة
جيوجـبـرا

مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيين:

.g(x) = 7-x و ،f(x) = x2 + 1 :أجد مساحة المنطقة بين منحنيي الاقترانين

 �أكتــب الاقتــران: f(x) = x2 + 1 في شــريط الإدخال، ثمَّ أضغط علــى زِرِّ الإدخــال (Enter)، ثمَّ أكتــب الاقتران: 
.(Enter) ثمَّ أضغط على زِرِّ الإدخال ،g(x) = 7-x

Intersect ، ثمَّ نقــر منحنيي الاقترانين تباعًا، فيظهر   أجد نقاط التقاطع بيــن منحنيي الاقترانين، وذلك باختيار أيقونة  
.(A(-3, 10), B(2, 5)) :إحداثيا نقطتي التقاطع في شريط الإدخال

 . Integral Between (g(x)), f(x), -3, 2)  أكتب في شريط الإدخال الصيغة الآتية: 

لًًا، تلاه إدخال الاقتران السفلي، ثمَّ الإحداثي x لكلٍّ من نقطتي التقاطع.   أُلاحِظ أنَّ الاقتران العلوي أُدخِل أوَّ

 أُلاحِظ تظليل المنطقة المطلوبة، وظهور قيمة التكامل على الشكل. وبذلك، فإنَّ مساحة المنطقة هي: 20.83 وحدة مُربَّعة.

نشاط

1

2

3

4

ب أتدرَّ

. x = 2و ،x = -1 :والمستقيمين ،x والمحور ،f(x) = x2 + 4 :أجد مساحة المنطقة بين منحنى الاقتران  1 

.g(x) = 1
2

 xو ،f(x) = √x  :أجد مساحة المنطقة بين منحنيي الاقترانين  2 
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الدرس

حلُّ المعادلات التفاضلية. 	  فكرة الدرس � 

المعادلة التفاضلية. 	 المصطلحات � 

	�تتغيَّر درجة حرارة ســائل كيميائي بارد، بعد وضعــه في غرفة دافئة،   مسألة اليوم � 
dA ، حيث 

dt
 = 2(20 -A) :ل يُمكِن نمذجته بالمعادلة التفاضلية بمُعدَّ

A درجة حرارة السائل بمقياس سيلسيوس، و t الزمن بالساعات:

 �أحُلُّ المعادلة التفاضلية لإيجاد درجة حرارة السائل بعد t ساعة،  )1�			  
5°C علمًا بأنَّ درجة حرارته عند وضعه في الغرفة هي

 �بعد كم ساعةً تصبح درجة حرارة السائل C°18؟ )2� 			 

المعادلات التفاضلية

المعادلــة التفاضليــة )differential equation( هي معادلة جبرية تحوي مشــتقة أو أكثر 
لاقتران ما، وقد تحوي الاقتران نفسه، ومن أمثلتها:

dy

dx
 = 2x3 + 5    ,    dP

dt
 = kP    ,  

d 2y

dx2 + 5 
d y

dx
  - 7y = 1

x

 f(x) قت المعادلــة عند تعويض يُعَدُّ الاقتــران: y = f(x) حلًّاًّ للمعادلــة التفاضلية إذا تحقَّ
ومشتقاته فيها.

المعادلات التفاضلية
Differential Equations

م  أتعلَّ

المعادلة التــي تُكتَب في 
dy هي 

dx
 = g(x) صورة: 

أبســط أنواع المعادلات 
التفاضليــة؛ أيْ إنَّه يُمكِن 
 y التعبيــر عــن مشــتقة 
 .x صراحةً بدلالة المُتغيِّر

د إذا كان الاقتران المعطى حلًّاًّ للمعادلة التفاضلية: y ' + y = 0  في كلٍّ ممّا يأتي: أُحدِّ

1   y = e-x

الخطوة 1: أجد المشتقات اللازمة.

y = e-xالاقتران المعطى

ي الطبيعي  y ' = -e-xمشتقة الاقتران الأسُِّ

مثال 1

 6
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ض في المعادلة التفاضلية. الخطوة 2: أُعوِّ

y ' + y = 0المعادلة التفاضلية

  y = e-x , y ' = -e-x بتعويضe-x + (-e-x) = 0

 0 = 0بالتبسيط ✔

إذن، الاقتران: y = e-x هو حلٌّ للمعادلة التفاضلية.

2   y = 2 cos x

الخطوة 1: أجد المشتقات اللازمة.

y = 2 cos xالاقتران المعطى

y ' = -2 sin xمشتقة اقتران جيب التمام المضروب في ثابت

ض في المعادلة التفاضلية. الخطوة 2: أُعوِّ

y ' + y = 0المعادلة التفاضلية

y = 2 cos x , y ' = - 2 sin x 2بتعويض cos x + (-2 sin x) = 0

 cos x - 2 sin x ≠ 0 2بالتبسيط ✘

إذن، الاقتران: y = 2 cos x ليس حلًّاًّ للمعادلة التفاضلية.

ق من فهمي أتحقَّ

د إذا كان الاقتران المعطى حلًّاًّ للمعادلة التفاضلية: y '' - 4y ' + 3y = 0 في كلٍّ ممّا يأتي: أُحدِّ

a)   y = 4ex + 5e3x				    b)   y = sin x

?

?

م  أتعلَّ

 2 cos x-2 sinx = 0 : إنَّ
 ،x صحيحــة لبعــض قِيَم
x؛  قِيَم  وليــس لجميــع 
لــذا، فــإنَّ الاقتــران: 
y = 2 cos x ليس حلًّاًّ 

للمعادلة التفاضلية.
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الوحدة 5

الحلُّ العام والحلُّ الخاص للمعادلة التفاضلية

 dy

dx
 = 5x :يُمكِــن حلُّ المعادلة التفاضلية عن طريق التكامل. فمثلًًا، تُحَلُّ المعادلة التفاضلية

على النحو الآتي:

	المعادلة التفاضلية
dy

dx
 = 5x

x بمُكامَلة الطرفين بالنسبة إلى المُتغيِّر	
⌠
⎮
⌡

 
dy

dx
  dx = 

⌠
⎮
⌡

 5x  dx

	بالتبسيط
⌠
⎮
⌡

 dy = 
⌠
⎮
⌡

 5x  dx

	بإيجاد التكامل y = 5
2

 x2 + C

ن ثابت التكامل C؛ لذا يُســمّى الحلَّ العام  أُلاحِظ أنَّ حلَّ المعادلة التفاضلية: y ' = 5x يتضمَّ
)general solution( للمعادلــة التفاضلية؛ ذلك أنَّ قيمة الثابت C تعطي جميع حلول هذه 
المعادلــة. أمّا الحلُّ الخاص )particular solution( للمعادلــة التفاضلية فيُقصَد به الحلُّ 

.C ليًّا معلومًا يُمكِن عن طريقه تحديد قيمة الثابت ق شرطًا أوَّ الذي يُحقِّ

dy ، ثمَّ أجد الحلَّ الخاص لها الذي يُحقِّق 

dx
 = ex - 6x2 :أجــد الحلَّ العام للمعادلة التفاضلية

النقطة (0 ,1).

الخطوة 1: أجد الحلَّ العام للمعادلة التفاضلية.

	المعادلة التفاضلية المعطاة
dy

dx
 = ex - 6x2

x بمُكامَلة الطرفين بالنسبة إلى المُتغيِّر	
⌠
⎮
⌡

 
dy

dx
  dx = 

⌠
⎮
⌡

(ex - 6x2 )  dx

	بالتبسيط
⌠
⎮
⌡

 dy = 
⌠
⎮
⌡

(ex - 6x2 )  dx

	بإيجاد التكامل y = ex - 2x3 + C

.y = ex - 2x3 + C :إذن، الحلُّ العام للمعادلة التفاضلية هو

مثال 2

م  أتعلَّ

C تعطي  كل قيمة للثابت 
ــا للمعادلــة  حــاًّ خاصًّ
التفاضليــة، وإحدى هذه 
القِيَم تعطي الاقتران الذي 
لي  ــق الشــرط الأوَّ يُحقِّ

المعطى.
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لي. ق الشرط الأوَّ الخطوة 2: أجد الحلَّ الخاص للمعادلة التفاضلية الذي يُحقِّ

ض النقطة (0 ,1) في الحلِّ العام: لإيجاد الحلِّ الخاص لهذه المعادلة، أُعوِّ

y = ex - 2x3 + Cالحلُّ العام للمعادلة التفاضلية

x = 1, y = 0 0بتعويض = e1 - 2(1)3 + C

C بحلِّ المعادلة لـC = 2 - e

.y = ex - 2x3 + 2-e :ق النقطة (0 ,1) هو إذن، الحلُّ الخاص للمعادلة التفاضلية الذي يُحقِّ

ق من فهمي أتحقَّ

dy ، ثــمَّ أجد الحلَّ الخاص لها 

dx
 = 5 sec2 x -  3

2
  √x  :أجد الحلَّ العــام للمعادلة التفاضلية

الذي يُحقِّق النقطة (7 ,0).

حلُّ المعادلات التفاضلية بفصل المُتغيِّرات

dy عن طريق إيجاد 

dx
 = g(x) :تعلَّمْتُ في المثال الســابق حلَّ معادلات تفاضلية في صــورة

التكامل لطرفي المعادلة مباشــرة، ولكــنَّ ذلك لا ينطبق على جميع المعــادلات التفاضلية؛ 
فبعضهــا يحتوي على المُتغيِّرين x وy معًا في أحد طرفي المعادلة. وفي هذه الحالة، فإنَّ الحلَّ 
لًًا فصل dx عن dy، وذلك بكتابة dx في أحد طرفي المعادلة، وكتابة dy في الطرف  يتطلَّب أوَّ
الآخر، ثمَّ نقل جميع الحدود التي تحوي المُتغيِّر x إلى طرف المعادلة الذي يحوي dx، ونقل 
جميــع الحدود التي تحوي المُتغيِّر y إلى طرف المعادلــة الذي يحوي dy، ثمَّ إيجاد التكامل 

لكلٍّ من طرفي المعادلة.

فصــل المُتغيِّــرات  تُعــرَف الطريقــة الســابقة لحــلِّ المعــادلات التفاضليــة بطريقــة 
(separation of variables)، ويُطلَــق على المعادلة التفاضلية التي يُمكِن فصل مُتغيِّراتها 

اســم المعادلة القابلة للفصــل )separable equation(، وهي معادلــة تُكتَب في الصورة 
الآتية:

dy

dx
 = f(x)g(y)

م  أتعلَّ

المعادلة التفاضلية القابلة 
للفصــل هي من أبســط 

المعادلات التفاضلية.
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الوحدة 5

م  أتعلَّ

د في الســؤال  إذا لم يُحدَّ
لــي للمعادلة  شــرط أوَّ
التفاضلية، فهذا يعني أنَّ 
الحلَّ المطلوب هو الحلُّ 

العام.

م  أتعلَّ

يختلف الإجراء الجبري 

 x اللازم لفصــل المُتغيِّر 
عــن المُتغيِّر y بحســب 
المعادلــة التفاضليــة. 
فمثــاً، يتطلَّب الحلُّ في 
 3 2 مــن المثال  الفــرع 

إخراج x عاملًًا مشتركًا.

أحُلُّ كُلًّاًّ من المعادلات التفاضلية الآتية:

1  
dy

dx
 = -xy2

	المعادلة التفاضلية المعطاة
dy

dx
 = - xy2

dx بضرب طرفي المعادلة في	 dy = -xy2  dx

-y2 بقسمة طرفي المعادلة على	 - 
dy

y2  = x  dx

	بمُكامَلة طرفي المعادلة التفاضلية
⌠
⎮
⌡

 - 
1

y2  dy = 
⌠
⎮
⌡

 x  dx

	تعريف الأسُِّ السالب
⌠
⎮
⌡

 -y-2  dy = 
⌠
⎮
⌡

 x  dx

	بإيجاد التكامل y-1 = 
1

2
 x2 + C

	تعريف الأسُِّ السالب
1
y

 = 
1

2
 x2 + C

2  
dy

dx
 = x + xy

	المعادلة التفاضلية المعطاة
dy

dx
 = x + xy

dx بضرب طرفي المعادلة في	 dy = (x + xy)  dx

	بإخراج x عاملًًا مشتركًا dy = x(1 + y)  dx

1 + y بقسمة طرفي المعادلة على	
dy

1 + y
 = x  dx

	بمُكامَلة طرفي المعادلة التفاضلية
⌠
⎮
⌡

 
dy

1 + y
 = 

⌠
⎮
⌡

 x  dx

	بإيجاد التكامل ln |1 + y| = 
1

2
 x2 + C

مثال 3
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3  
dy

dx
 = 

8x3

4y – sin y

	المعادلة التفاضلية المعطاة
dy

dx
 = 

8x3

4y – sin y

	بفصل المُتغيِّرات بالضرب التبادلي (4y - sin y)  dy = 8x3  dx

	بمُكامَلة طرفي المعادلة التفاضلية
⌠
⎮
⌡

 (4y -sin y)  dy = 
⌠
⎮
⌡

 8x3  dx

	بإيجاد التكامل 2y2 + cos y = 2x4 + C

4   (1 + x3 ) 
dy

dx
 = x2  tan y

	المعادلة التفاضلية المعطاة (1 + x3 ) 
dy

dx
 = x2 tan y

	بفصل المُتغيِّرات
1

tan y
  dy = 

x2

1 + x3   dx

	بمُكامَلة طرفي المعادلة التفاضلية
⌠
⎮
⌡

 
1

tan y
  dy = 

⌠
⎮
⌡

 
x2

1 + x3  dx

1

tan y 
 = cot y = 

cos y

sin y	
⌠
⎮
⌡

 
cos y
sin y

  dy = 
⌠
⎮
⌡

 
x2

1 + x3  dx

	بالضرب في 3، والقسمة على 3
⌠
⎮
⌡

 
cos y
sin y

  dy = 
1

3
 
⌠
⎮
⌡

 
3 × x2

1 + x3   dx

	بإيجاد التكامل ln |sin y| = 
1

3
 ln |1 + x3 | + C

ق من فهمي أتحقَّ

أحُلُّ كُلًّاًّ من المعادلات التفاضلية الآتية:

a)  
dy

dx
 = 

2x

y 4
					     b)  

dy

dx
 = 2x - xe y

c)  
dy

dx
 = 

x sin x
y

				    d)   sin2 x 
dy

dx
 = y2 cos2 x
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الوحدة 5

تعلَّمْــتُ في المثال الســابق إيجاد الحلِّ العام لمعادلات قابلة للفصل. والآن ســأتعلَّم إيجاد 
الحلِّ الخاص لهذا النوع من المعادلات.

لي المعطى لكل معادلة تفاضلية ممّا يأتي: أجد الحلَّ الخاص الذي يُحقِّق الشرط الأوَّ

1  
dy

dx
 = sin x sec y,  y(0) = 0

الخطوة 1: أجد الحلَّ العام للمعادلة التفاضلية.

	المعادلة التفاضلية المعطاة
dy

dx
 = sin x sec y

	بفصل المُتغيِّرات  
1

sec y
  dy = sin x  dx

1
sec y  = cos y	 cos y  dy = sin x  dx

	بمُكامَلة طرفي المعادلة التفاضلية
⌠
⎮
⌡

 cos y  dy = 
⌠
⎮
⌡

 sin x  dx

	بإيجاد التكامل sin y = -cos x + C

.sin y = -cos x + C :إذن، الحلُّ العام للمعادلة التفاضلية هو

.y(0) = 0 لي ق الشرط الأوَّ الخطوة 2: أجد الحلَّ الخاص للمعادلة التفاضلية الذي يُحقِّ

ض x = 0 و y = 0 في الحلِّ العام: لإيجاد الحلِّ الخاص لهذه المعادلة، أُعوِّ

	الحلُّ العام للمعادلة التفاضلية sin y = -cos x + C

x = 0, y = 0 بتعويض	 sin (0) = -cos (0) + C

C بحلِّ المعادلة لـ	 C = 1

لــي y(0) = 0 هو:  ق الشــرط الأوَّ إذن، الحــلُّ الخــاص للمعادلــة التفاضلية الــذي يُحقِّ
.sin y = -cos x + 1

مثال 4

ر  أتذكَّ

لإيجاد الحــلِّ الخاص، 
أجــد الحلَّ العــام الذي 
C، ثــمَّ أجــد  يحــوي 
ق شــرط  C الــذي يُحقِّ

المعادلة المعطى.
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2  
dy

dx
 = ex-y , y(0) = 2

الخطوة 1: أجد الحلَّ العام للمعادلة التفاضلية.

	المعادلة التفاضلية المعطاة
dy

dx
 = ex-y

	قسمة القوى
dy

dx
 = ex

e y

e y dy = ex  dxبفصل المُتغيِّرات

	بمُكامَلة طرفي المعادلة التفاضلية
⌠
⎮
⌡

 e y dy = 
⌠
⎮
⌡

 ex  dx

	بإيجاد التكامل e y = ex + C

.e y = ex + C :إذن، الحلُّ العام للمعادلة التفاضلية هو

.y(0) = 2 لي ق الشرط الأوَّ الخطوة 2: أجد الحلَّ الخاص للمعادلة التفاضلية الذي يُحقِّ

ض x = 0 و y = 2 في الحلِّ العام: لإيجاد الحلِّ الخاص لهذه المعادلة، أُعوِّ

	الحلُّ العام للمعادلة التفاضلية e y = ex + C

x = 0, y = 2 بتعويض	 e2 = e0 + C

C بحلِّ المعادلة لـ	 C = e2 - 1

لــي y(0) = 2 هو:  ق الشــرط الأوَّ إذن، الحــلُّ الخــاص للمعادلــة التفاضلية الــذي يُحقِّ
.e y = ex + e2 - 1

ق من فهمي أتحقَّ

لي المعطى لكل معادلة تفاضلية ممّا يأتي: أجد الحلَّ الخاص الذي يُحقِّق الشرط الأوَّ

a)  
dy

dx
 = xy2 e2x , y(0) = 1			   b)  

dy

dx
 = y cos x, y ( π

2
 ) = 1 
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الوحدة 5

للمعادلات التفاضلية كثير من التطبيقات الحياتية؛ فهي تُستعمَل لنمذجة الظواهر التي تحوي 
قِيَمًا مُتغيِّرةً، مثل: تكاثر المجتمعات الحيوية، وانتشار الأمراض، والسلوك الاقتصادي.

 مثال 5 : من الحياة  

ل يُمكنِ  أمراض: انتشــر مرض الحصبة في إحدى المــدارس بمُعدَّ

ds ، حيث s عدد الطلبة 

dt
 = 

s(1050 - s)

5000
نمذجته بالمعادلة التفاضلية: 

المصابين بعد t يومًا من اكتشاف المرض:

 �أحُــلُّ المعادلة التفاضليــة لإيجاد عدد الطلبة المصابيــن بعد t يومًا، علمًا بــأنَّ عدد الطلبة 
المصابين عند اكتشاف المرض هو 50 طالبًا. 

الخطوة 1: أجد الحلَّ العام للمعادلة التفاضلية.

	المعادلة التفاضلية المعطاة
ds

dt
 = 

s(1050 - s)

5000

	بفصل المُتغيِّرات
1

s(1050 - s)
 ds = 

1

5000
 dt

	بمُكامَلة طرفي المعادلة التفاضلية
⌠
⎮
⌡

 
1

s(1050 - s)
 ds = 

⌠
⎮
⌡

 
1

5000
 dt

	التكامل بالكسور الجزئية
⌠
⎮
⌡

 ( 
1

1050s
 + 

1

1050 (1050-s)
 ) ds = 

⌠
⎮
⌡

 
1

5000
 dt

1 عاملًًا مشتركًا

1050
	بإخراج 

1

1050
 
⌠
⎮
⌡

 ( 
1
s

 + 
1

1050-s
 ) ds = 

⌠
⎮
⌡

 
1

5000
 dt

	بضرب طرفي المعادلة في 1050
⌠
⎮
⌡

 ( 
1
s

 + 
1

1050-s
 ) ds = 

⌠
⎮
⌡

 1050
5000

 dt

	بإيجاد التكامل ln | s | - ln |1050 - s | = 0.21t + C

	قانون القسمة في اللوغاريتمات ln | s

1050-s
 | = 0.21t + C

.ln | s

1050-s
 | = 0.21t + C :إذن، الحلُّ العام للمعادلة التفاضلية هو

1

ر  أتذكَّ

ئ المقدار النســبي:  أُجزِّ
لإيجــاد   1

s(1050-s)

التكامل.

م  أتعلَّ

يســاعد ضــرب طرفي 
المعادلــة في 1050 على 
تبســيط المعادلــة، ويُعَدُّ 
ا في  هذا الإجــراء اختياريًّ

. الحلِّ

معلومة 

لية للإصابة  الأعراض الأوَّ
بمــرض الحصبة شــبيهة 
بأعراض مرض الإنفلونزا. 
وبعد بضعة أيام، تظهر بقع 
حمراء على وجه المريض 
ويديه وســاعديه، ثمَّ تمتد 
هــذه البقع لتصــل منطقة 

الجذع. 



98

لي. ق الشرط الأوَّ الخطوة 2: أجد الحلَّ الخاص للمعادلة التفاضلية الذي يُحقِّ

ض t = 0، و s = 50 في الحلِّ العام: لإيجاد الحلِّ الخاص لهذه المعادلة، أُعوِّ

	الحلُّ العام للمعادلة التفاضلية ln | s

1050-s
 | = 0.21t + C

t = 0, s = 50 بتعويض	 ln | 50

1050-50
 | = 0.21(0) + C

C بحلِّ المعادلة لـ	 C ≈ -3

إذن، يُمكِــن نمذجــة عــدد الطلبــة المصابيــن بالمــرض بعــد t يومًــا بالعلاقــة الآتية:  
.ln | s

1050-s
 | = 0.21t - 3

 بعد كم يومًا يصبح عدد الطلبة المصابين 350 طالبًا؟

	الحلُّ الخاص للمعادلة التفاضلية ln | s

1050-s
 | = 0.21t - 3

s =350 بتعويض	 ln | 350

1050-350
 | = 0.21t - 3

t بحلِّ المعادلة لـ	 t ≈ 11

إذن، يصبح عدد الطلبة المصابين 350 طالبًا بعد 11 يومًا تقريبًا من اكتشاف المرض.

ق من فهمي أتحقَّ

ل تغيُّر عدد الغزلان في إحدى الغابات  غزلان: يُمكنِ نمذجة مُعدَّ

 P حيث ، dP

dt
 = 

1

20000
 P(1000 - P) :بالمعادلة التفاضليــة

عدد الغزلان في الغابة بعد t سنة من بَدْء دراسة عليها:

 �أحُلُّ المعادلة التفاضلية لإيجاد عدد الغزلان في الغابة بعد t ســنة من بَدْء الدراسة، علمًا  )a 

بأنَّ عددها عند بَدْء الدراسة هو 2500 غزال.

 بعد كم سنةً يصبح عدد الغزلان في الغابة 1800 غزال؟ )b 

2
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الوحدة 5

المعادلات التفاضلية، والحركة في مسار مستقيم

ك في مسار مســتقيم إذا عُلِم اقتران السرعة لهذا  تعلَّمْتُ ســابقًا كيف أجد موقع جســم يتحرَّ

الجسم. ولكنْ، في بعض الحالات، تعطى السرعة للجسم بمعادلة تفاضلية، فيَلزم عندئذٍ حلُّ 

المعادلة التفاضلية لإيجاد موقع الجسم في لحظة مُعيَّنة. 

 ، 
ds

dt
 = -s2 ln (t + 1) :ك جُسَيْم في مسار مستقيم، وتعطى سرعته بالمعادلة التفاضلية يتحرَّ

حيث t الزمن بالثواني، وs موقع الجُسَــيْم بالأمتار. أجد موقع الجُسَــيْم بعــد 3 ثوانٍ من بَدْء 

.s(0) = 0.5 َّالحركة، علمًا بأن

الخطوة 1: أجد الحلَّ العام للمعادلة التفاضلية.

	المعادلة التفاضلية المعطاة
ds

dt
 = -s2 ln (t + 1)

	بفصل المُتغيِّرات
-1

s2  ds = ln (t + 1) dt

	بمُكامَلة طرفي المعادلة التفاضلية
⌠
⎮
⌡

 
-1

s2  ds = 
⌠
⎮
⌡

 ln (t + 1) dt

	تعريف الأسُِّ السالب
⌠
⎮
⌡

 -s-2 ds = 
⌠
⎮
⌡

 ln (t + 1) dt

	بإيجاد التكامل
1
s

 = (t + 1) ln (t + 1) - t + C

. 1
s

 = (t + 1) ln (t + 1) - t + C :إذن، الحلُّ العام للمعادلة التفاضلية هو

.s(0) = 0.5 لي ق الشرط الأوَّ الخطوة 2: أجد الحلَّ الخاص للمعادلة التفاضلية الذي يُحقِّ

ض t = 0، وs = 0.5 في الحلِّ العام: لإيجاد الحلِّ الخاص لهذه المعادلة، أُعوِّ

	الحلُّ العام للمعادلة التفاضلية
1
s

 = (t + 1) ln (t + 1) - t + C

t = 0, s = 0.5 بتعويض	
1

0.5
 = (0 + 1) ln (0 + 1) - 0 + C

C بحلِّ المعادلة لـ	 C = 2

مثال 6

ر  أتذكَّ

 ،⌠
⎮
⌡

 ln(t + 1) dt لإيجاد

أستعمل التكامل بالأجزاء.

ر  أتذكَّ

الشرط s(0) = 0.5 يعني 
أنَّ الجسم بدأ حركته على 
بُعْــد m 0.5 فــي الجهة 
الموجبة من نقطة الأصل.
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ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

د إذا كان الاقتران المعطى حلًّاًّ للمعادلة التفاضلية في كلٍّ ممّا يأتي: أُحدِّ

1    y = √x ; xy ' - y = 0			   2    y = x ln x - 5x + 7; y '' - 1
x

 = 0

3    y = tan x ; y ' + y2 = 1			   4    y = ex + 3xex ; y '' - 2y ' + y = 0

أحُلُّ كُلًّاًّ من المعادلات التفاضلية الآتية:

5   
dy
dx

 = 3x √y			   6   
dy
dx

 + 
3x

y 2
 = 0			   7   

dy
dx

 = cos x sin y

8   
dy
dx

 = 
x

(x2 + 1)2  			   9   
dy
dx

 =xex + y			   10    e-1/x  
dy
dx

 = x-2 y 2

11   
dy
dx

 = 
xy

x - 3
 			   12   

dy
dx

 = 
3x2 sin2 y

x3 + 2
 			   13   

dy
dx

 = y 3 ln x

14   
dy
dx

 = 2x3 (y 2 -1)			  15    y 
dy
dx

 = sin3 x  cos2 x		  16   
dy
dx

 = √xy

17   
dy
dx

 = y ln √x			   18    (2x + 1)(x + 2) 
dy
dx

 = -3(y - 2)

لــي s(0) = 0.5 هو:  ق الشــرط الأوَّ إذن، الحــلُّ الخــاص للمعادلة التفاضليــة الذي يُحقِّ
ك. 1 ، وهو يُمثِّل اقتران الموقع للجسم المُتحرِّ

s
 = (t +1) ln (t +1) -t + 2

الخطوة 3: أجد موقع الجُسَيْم المطلوب.

	بتعويض t = 3  في الحلِّ الخاص للمعادلة 1
s

 = (3 + 1) ln (3 + 1) - 3 + 2

	باستعمال الآلة الحاسبة s ≈ 0.22

إذن، موقع الجُسَيْم بعد 3 ثوانٍ من بَدْء الحركة هو: m 0.22 تقريبًا.

ق من فهمي أتحقَّ

 t حيث ، ds

dt
 = st √t + 1 :ك جُسَيْم في مسار مستقيم، وتعطى سرعته بالمعادلة التفاضلية يتحرَّ

الزمن بالثواني، وs موقع الجُسَــيْم بالأمتار. أجد موقع الجُسَيْم بعد 3 ثوانٍ من بَدْء الحركة، علمًا 
.s(0) = 1 َّبأن
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الوحدة 5

لي المعطى لكلٍّ من المعادلات التفاضلية الآتية: أجد الحلَّ الخاص الذي يُحقِّق الشرط الأوَّ

19   
dy
dx

 = y 2 √4-x ; y(1) = 2			   20   
dy
dx

 = 
2sin2 x

y
 ; y(0) = 1

21   
dy
dx

 = 2 cos2 x cos2 y ; y(0) = 
π
4

			   22   
dy
dx

 = 
cos x  esin x

e y
 ; y(π) = 0

23   
dy
dx

 = 
8x - 18

(3x -8)(x -2)
 ; y(3) = 8			   24   

dy
dx

 = 
1

xy
 ; y(e) = 1

dv ، حيث t الزمن بالثواني، 
dt

 = 10 - 0.5v :ك سيّارة في مسار مستقيم، ويعطى تسارعها بالمعادلة التفاضلية  �تتحرَّ 25 

كت من وضع  وv ســرعتها بالمتر لكل ثانية. أجد سرعة الســيّارة بعد t ثانية من بَدْء حركتها، علمًا بأنَّ السيّارة تحرَّ
السكون.

ل تغيُّر عدد الذئاب في إحدى الغابات بالمعادلة التفاضلية:   �ذئاب: يُمكِن نمذجة مُعدَّ 26 

dN ، حيث N عدد الذئاب في الغابة بعد t سنة من بَدْء دراسة عليها. 
dt

 = 260 - 0.4N

أجد عدد الذئاب في الغابة بعد 3 ســنوات من بَدْء الدراسة، علمًا بأنَّ عددها عند بَدْء 
.300 ≤ N < 650 َّالدراسة هو 300 ذئب، وأن

dr ، حيث r طول 
dt

 = -0.0075r2 :ل يُمكنِ نمذجتــه بالمعادلة التفاضلية كــرة: تنكمش كرة، ويتغيَّر نصف قُطْرها بمُعدَّ
نصف قُطْر الكرة بالسنتيمتر، وt الزمن بالثواني بعد بَدْء انكماش الكرة:

.20 cm ثانية، علمًا بأنَّ طول نصف الكرة الابتدائي هو t أحُلُّ المعادلة التفاضلية لإيجاد طول نصف قُطْر الكرة بعد  27 

 بعد كم ثانيةً يصبح طول نصف قُطْر الكرة cm 10؟  28 

 ، dn
dt

 = 0.2n(0.2 - cos t) :ل يُمكنِ نمذجته بالمعادلة التفاضلية حشرات: يتغيَّر عدد الحشرات في مجتمع للحشرات بمُعدَّ
حيث n عدد الحشرات، وt الزمن بالأسابيع بعد بَدْء ملاحظة الحشرات:

 �أحُلُّ المعادلة التفاضلية لإيجاد عدد الحشــرات في هذا المجتمع بعد t أســبوعًا، علمًا بــأنَّ عددها الابتدائي هو 400  29 

حشرة.

 �أجد عدد الحشرات في هذا المجتمع بعد 3 أسابيع. 30 
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dy ميل المماس لمنحنى علاقة ما. أجــد قاعدة هذه العلاقة إذا علمْتُ أنَّ 

dx
 = y cos x :تُمثِّــل المعادلة التفاضلية�  31 

منحناها يمرُّ بالنقطة (1 ,0).

 x(x + 1) ميل المماس لمنحنى علاقة ما. أجد قاعدة هذه العلاقة إذا علمْتُ أنَّ 
dy
dx

 = y :تُمثِّل المعادلة التفاضلية�  32 

منحناها يمرُّ بالنقطة (3 ,1).

مهارات التفكير العليا

:  أحُلُّ كُلًّاًّ من المعادلات التفاضلية الآتية: تحدٍّ

33   
dy
dx

 = x

y 2
 - xy - 1

y 2
 + y				    34   

dy
dx

 = 
x

2y -1
 - 

2x
3y -2

35   
dy
dx

 = 1 + tan2 x + tan2 y + tan2 x tan2 y

ة  ية من المادة المُشِعَّ dx ، حيث x الكتلة المُتبقِّ
dt

 = -  x :ة بالمعادلة التفاضلية ل تحلُّل مادة مُشِــعَّ تبرير: يُمكنِ نمذجة مُعدَّ
بالملّيغرام بعد t يومًا، و 0 <  :

ر إجابتي. -x = ae، حيث a ثابت، ثمَّ أُبرِّ  t :أُثبتِ أنَّه يُمكِن كتابة الحلِّ العام للمعادلة التفاضلية في صورة  36 

ة هو الوقت اللازم لتحلُّل نصف هذه المادة، وa كتلة المادة الابتدائية، فأُثبتِ أنَّ   �إذا كان عمر النصف للمادة المُشِعَّ 37 

ر إجابتي. ة هو ln 2 ، ثمَّ أُبرِّ عمر النصف للمادة المُشِعَّ

dy  ميل المماس لمنحنى علاقة ما: 

dx
 = - 2x

3y
تبرير: تُمثِّل المعادلة التفاضلية: 

ر   �أجــد قيمة n التي تجعل العلاقة: x2 + ny2 = a حلًّاًّ للمعادلة التفاضلية المعطاة، حيث a ثابت اختياري،  ثمَّ أُبرِّ 38 

إجابتي.

ر إجابتي.  أجد إحداثيي نقاط تقاطع منحنى العلاقة مع المحور x إذا علمْتُ أنَّ منحناها يمرُّ بالنقطة (4 ,5)، ثمَّ أُبرِّ 39 
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أختار رمز الإجابة الصحيحة في كلٍّ ممّا يأتي:

2 ⌠ هي:
⎮
⌡ 0

 e2x  dx :قيمة  1 

a)   e4 - 1		  b)   e4 - 2

c)   2e4 - 2		  d)   1
2

 e4 - 1
2

 �يُبيِّن الشــكل الآتي المنطقة المحصــورة بين منحنيي  2 

الاقترانين: y = x3 - 3x2 +4، وy = x2 -x -2 في 
الفترة [2 ,1-]. 

y = x3-3x2+4

x

y

0 2-1

y = x2-x-2

التكامل المحدود الذي يُمكِن عن طريقه إيجاد مساحة 
المنطقة المُظلَّلة هو:

a)  
⌠ 2
⎮
⌡ -1

 (x3 - 4x2 + x + 6)  dx

b)  
⌠ 2
⎮
⌡ -1

 (-x3 + 4x2 -x -6)  dx

c)  
⌠ 2
⎮
⌡ -1

 (x3 - 4x2 -x + 2)  dx

d)  
⌠ 2
⎮
⌡ -1

 (x3 - 2x2 - x + 2)  dx

قه النقطة  dy الذي تُحقِّ
dx

 = 2xy :حلُّ المعادلة التفاضلية�  3 

(1 ,0) هو:

a)   y = ex 
2

		  b)   y = x2 y 

c)   y = x2 y +1	 d)   y = 
x2 y2

2x + 1

أجد كُلًّاًّ من التكاملات الآتية:
4  

⌠
⎮
⌡

 1

√ex
  dx

5  
⌠
⎮
⌡

 (tan 2x + e3x - 1
x

 )  dx

6  
⌠
⎮
⌡

 csc2 x ( 1+ tan2 x)  dx

7  
⌠
⎮
⌡

 e2x

e2x + 5
  dx

8  
⌠
⎮
⌡

 2x2 + 7x -3
x - 2

  dx

9  
⌠
⎮
⌡

 sec2 (2x -1)  dx

10  
⌠
⎮
⌡

 cot (5x +1)  dx	

11  
⌠ π/2
⎮
⌡ 0

 sin x  cos x  dx

12  
⌠ π
⎮
⌡ 0

 cos2 0.5x  dx	

13  
⌠ π/4
⎮
⌡ 0

 (sec2 x + cos 4x)  dx

14  
⌠ π/3
⎮
⌡ 0

 (sin (2x + π
3

 ) -1 + cos 2x)  dx 

15  
⌠ π/8
⎮
⌡ 0

 sin 2x  cos 2x  dx

16  
⌠
⎮
⌡

 4

x2 - 4
  dx	   17  

⌠
⎮
⌡

 x + 7

x2 - x - 6
  dx

18  
⌠
⎮
⌡

 x - 1

x2 - 2x - 8
  dx	   19  

⌠
⎮
⌡

 x2 + 3

x3 + x
  dx 

20  
⌠
⎮
⌡

 1

x2 (1 -x)
  dx	   21  

⌠
⎮
⌡

 sin x

cos2 x - 3 cos x
  dx

22  
⌠
⎮
⌡

 √x
x - 4

  dx
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23  
⌠
⎮
⌡

 sec2 x  tan x √1 + tan x  dx

24  
⌠
⎮
⌡

 x

∛4 - 3x
  dx		  25  

⌠
⎮
⌡

 (ln x) 6

x
  dx

26  
⌠
⎮
⌡

 (x + 1)2  √x - 2  dx	 27  
⌠
⎮
⌡

 x csc2 x  dx

28  
⌠
⎮
⌡

 (x2 -5x) ex  dx		  29  
⌠
⎮
⌡

 x sin 2x  dx

أجد قيمة كلٍّ من التكاملات الآتية:

30  
⌠ 1
⎮
⌡ 0

 t 3t 
2

  dt	 31  
⌠ π/3
⎮
⌡ π/4

 cot3 x  dx

32  
⌠ π
⎮
⌡-π/2

 cos x

√4 + 3 sin x
 dx	 33  

⌠ 0
⎮
⌡-1

 x2 -x

x2 + x - 2
  dx

34  
⌠ 2
⎮
⌡ 1

 32x2 + 4

16x2 - 1
  dx	 35  

⌠ e/2
⎮
⌡ 1/2

 x ln 2x   dx

ك  يُبيِّن الشكل الآتي منحنى الســرعة - الزمن لجُسَيْم يتحرَّ
على المحــور x في الفترة الزمنية [10 ,0]. إذا بدأ الجُسَــيْم 
الحركة من x = 0 عندما t = 0، فأُجيب عن الأســئلة الثلاثة 

التالية تباعًا:
v(m/s)

t(s)
0 42

4

6 8 10

-4

 أجد إزاحة الجُسَيْم في الفترة الزمنية المعطاة. 36 

 �أجد المســافة التي قطعها الجُسَــيْم في الفترة الزمنية  37 

المعطاة. 
 أجد الموقع النهائي للجُسَيْم. 38 

 �أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي الاقترانين:  39 

.g(x) = x2 و ،f(x) = √x

 �أجد المســاحة المحصــورة بين منحنيــي الاقترانين:  40 

.g(x) = x و ،f(x) = x3

 �أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي الاقترانين:  41 

g(x) = x2 + 2، والمســتقيمين:  f(x) = -x، و 

.x = 2و ،x = -2

.⌠ 5
⎮
⌡ 2

 x 2

x2 - 1
  dx = 3 + 1

2
  ln 2 :  أُثبتِ أنَّ 42 

ك جُسَيْم في مسار مســتقيم، وتعطى سرعته بالاقتران:  يتحرَّ

v(t) = t2 - 4t، حيث t الزمن بالثواني، و v سرعته بالمتر 

لكل ثانية:

 أجد إزاحة الجُسَيْم في الفترة [10 ,1]. 43 

 �أجد المســافة الكلية التــي قطعها الجُسَــيْم في الفترة  44 

.[1, 10]

ـل الشــكل المجاور  يُمثّـِ
منحنى الاقتران:

 ،y = (1 + sin 2x)2

:0 ≤ x ≤ 3π

4
حيث: 

.A أجد إحداثيي النقطة  45 

.R أجد مساحة المنطقة  46 

A

R

y = (1 +sin 2x)2

x

y

0
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أجد مســاحة المنطقة المُظلَّلة في كلٍّ من التمثيلين البيانيين 
الآتيين:

47  

	

y = x2 ln 2x

x = 1
x

y

0

48  

	
x

y

0

g(x) = 2 √x

f(x) =      x31
16

 ،f(x) = x2 + 14 يُبيِّن الشــكل الآتي منحنيي الاقترانين: 
:g(x) = x4 + 2 و

BA

g(x)

f(x)

x

y

0

 A إذا كان منحنيــا الاقترانيــن يتقاطعــان فــي النقطة�  49 

والنقطة B، فأجد إحداثيي نقطتي التقاطع.
م الناتج من دوران المنطقة المُظلَّلة   �أجد حجم المُجسَّ 50 

.x حول المحور

م الناتج من دوران المنطقة المحصورة   �أجد حجم المُجسَّ 51 

 ،x f(x) = √x e-x، والمحور  بين منحنى الاقتــران: 
.x حول المحور x = 2و ،x = 1 :والمستقيمين

أحُلُّ كُلًّاًّ من المعادلات التفاضلية الآتية:

52  
dy

dx
 = 

√y
x

		  53  
dy

dx
 = xex  sec y

54   3y2 
dy

dx
 = 8x	 55   x 

dy

dx
 = 3x √y + 4 √y 

لي المعطى لكل  أجد الحلَّ الخاص الذي يُحقِّق الشــرط الأوَّ
معادلة تفاضلية ممّا يأتي:

56  
dy

dx
 + 4y = 8 ; y(0) = 3 

57  
dy

dx
 = 

5ey

(2x + 1)(x - 2)
 ; y(-3) = 0

ل  أســماك: يتغيَّر عدد الأســماك في إحدى البحيرات بمُعدَّ
 N حيث ، dN

dt
 = 0.2N :يُمكنِ نمذجته بالمعادلة التفاضلية

عدد الأسماك، وt الزمن بالسنوات منذ هذه السنة:

 �أحــلُّ المعادلــة التفاضلية لإيجاد عدد الأســماك في  58 

البحيرة بعد t سنة، علمًا بأنَّ عددها هذه السنة هو 300 
سمكة.

 �أجد عدد الأسماك في البحيرة بعد 5 سنوات. 59 

 �تجــارة: يُمثِّل الاقتران p(x) ســعر القطعــة الواحدة  60 

)بالدينار( من مُنتَــج مُعيَّن، حيث x عدد القطع المَبيعة 

 p ' (x) =  -300 x

√(9 + x2 )3
من المُنتَج بالمئات. إذا كان: 

ل التغيُّر في ســعر القطعة الواحدة من المُنتَج،  هو مُعدَّ

 JD 75 علمًا بأنَّ سعر بيع القطعة الواحدة هو ،p(x) فأجد

عندما يكون عدد القطع المَبيعة من المُنتَج 400 قطعة.



الوحدة

6
المتجهات
Vectors

ما أهمية هذه 
الوحدة؟

تُســتعمَل المتجهات في كثير من مجــالات العلوم 
والهندســة، مثل تمثيل الإزاحة والســرعة والتســارع 
ة، وتُستعمَل أيضًا في عديد من الابتكارات الحديثة،  والقوَّ

ف إلى الأجسام  مثل السيّارات ذاتية القيادة التي تتعرَّ
التي حولهــا على الطريق بحسّاســاتها الدقيقة 

التي يعتمد عملها على المتجهات. 

106
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مْتُ سابقًا: تعلَّ

 �المتجهات، وكيفية تمثيلها في المســتوى  ✔

الإحداثي.

 �إجــراء العمليات علــى المتجهــات في  ✔

المستوى الإحداثي.

 �التفســير الهندســي للمتجهــات، وبعض  ✔

التطبيقات الحياتية والعلمية عليها.

م في هذه الوحدة:  سأتعلَّ

 �تعيين النقاط والمتجهات في الفضاء. ◂

ــا، وإجراء   �التعبير عــن المتجهات جبريًّ ◂

العمليات عليها في الفضاء.

 �إيجاد معادلة متجهة للمستقيم في الفضاء. ◂

 �إيجــاد قيــاس الزاويــة بيــن متجهين أو  ◂

مستقيمين في الفضاء.

أستعمل تدريبات )أســتعد لدراســة الوحدة( في الصفحات )22-20( من كتاب 
التمارين؛ لمراجعة هذه الموضوعات قبل البَدْء بدراسة الوحدة.
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الدرس

1
 	�تمثيــل المتجه في نظــام الإحداثيات ثلاثي الأبعــاد، والتعبير عنه بالصــورة الإحداثية، أو بدلالة   فكرة الدرس � 

متجهات الوحدة الأساسية.

الثُّمُن، متجه الموقع، متجه الإزاحة، متجه الوحدة. 	 المصطلحات � 

بًا طول ضلعه cm 5، ما إحداثيات  	 �يُمثِّل الشكل المجاور مُكعَّ مسألة اليوم � 
كلٍّ من الرأس A، والرأس B؟

نظام الإحداثيات ثلاثي الأبعاد

 y والمحور x د موقع نقطة في المستوى الإحداثي باستعمال المحور تعلَّمْتُ ســابقًا كيف أُحدِّ
المُتعامِدين، وزوجًا من الإحداثيات في صورة (x, y)، إلّّا أنَّ المســتوى الإحداثي ليس كافيًا 

لتحديد  موقع نقطة ما في الفضاء.

يُمكِن تحديد موقع نقطة في الفضاء بإضافة محور 
 ،y والمحور x ثالث عمودي إلــى كلٍّ من المحور
د الثلاثي المُرتَّب  يُســمّى المحور z، عندئذٍ يُحــدِّ

(x, y, z) موقع النقطة في الفضاء. 

لغة الرياضيات

 z ينتج من إضافة المحور
ما يُسمّى نظام الإحداثيات 

ثلاثي الأبعاد.  

م أتعلَّ

يُشبهِ الثُّمُن جزءًا من غرفة 
بين حائطيــن متقاطعين 

وأرضية الغرفة.  
z

y

x

0

المتجهات في الفضاء
Vectors in Space

z

y
x

A

B

0

z

y
x

0

ينتج من إضافة المحور z ثلاثة مســتويات، 

 ،xz xy، والمســتوى  هــي: المســتوى 

ــم هذه المستويات  والمســتوى yz. وتُقسِّ

الفضاء إلى 8 أقســام، يُسمّى كلٌّ منها الثُّمُن 

 .(octant)

z

y

x

yz ￯المستو

xz ￯المستو

xy ￯المستو
(0 ,0 ,0)
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الوحدة 6

م أتعلَّ

ة  ق من صِحَّ يُمكِــن التحقُّ
الحــلِّ بإكمــال رســم 
متوازي المســتطيلات، 
وملاحظــة ارتفاعه على 

  .z المحور

م أتعلَّ

يُطلَق علــى نقطة تقاطع 
المحاور الإحداثية الثلاثة 
اسم نقطة الأصل، وهي: 

.O(0, 0, 0)

إرشاد

ط  أســتعمل الورق المُنقَّ
متساوي القياس الموجود 

في كتاب التمارين. 

لتحديــد موقــع النقطــة P(a, b, c) في نظام 
 (a, b) الإحداثيات ثلاثي الأبعاد، أُعيِّن النقطة
ك إلى الأعلى  لًًا، ثمَّ أتحرَّ في المســتوى xy أوَّ
أو إلى الأســفل بموازاة المحور z، تبعًا لقيمة 

الإحداثي z وإشارته. 

ط متساوي القياس لتعيين النقاط في نظام الإحداثيات ثلاثي الأبعاد بدقَّة؛  يُستعمَل الورق المُنقَّ
لأنَّ أطوال الوحدات على المحاور الثلاثة متساوية.

z

y

P(a, b, c)

ax

0

b

c

أُعيِّن كل نقطة ممّا يأتي في نظام الإحداثيات ثلاثي الأبعاد:
1   A(2, 4, 3)

 ،xy أُعيِّن الــزوج المُرتَّب (4 ,2) في المســتوى
ك إلى الأعلــى بمقدار 3 وحدات بموازاة  ثمَّ أتحرَّ
المحــور z، ثمَّ أُعيِّن النقطــة A(2, 4, 3) كما في 

الشكل المجاور.

2   B(2, -3, -1)

أُعيِّن الزوج المُرتَّب (3- ,2) في المستوى 
ك إلى الأســفل بمقدار وحدة  xy، ثــمَّ أتحرَّ

z، ثــمَّ أُعيِّن النقطة  واحدة بموازاة المحور 
B(2, -3, -1) كما في الشكل المجاور.

  ق من فهمي أتحقَّ

أُعيِّن كُلًّاًّ من النقاط الآتية في نظام الإحداثيات ثلاثي الأبعاد:

a)   (-3, 2, 4)    b)   (1, 0, -4)    c)   (5, -4, -2)    d)   ( -4, -2, 3)

مثال 1

z

x
y

A(2, 4, 3)

1

-1

-2
8

6
4

-6 -6
-8

2 2 4
6

-2 -2-4 -4

2

3

4

z

x

y

B(2, -3, -1)
-2

-2 -2
-4 -4

-6
-6-8

2

2
4

4
5

6

0

4

2
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المسافة بين نقطتين، وإحداثيات نقطة المنتصف في الفضاء

إنَّ عمليتي حســاب المسافة بين نقطتين في الفضاء، وإيجاد إحداثيات منتصف قطعة مستقيمة 
في الفضاء، تُشبهِان حساب المسافة بين نقطتين، وإيجاد إحداثيات منتصف قطعة مستقيمة في 

المستوى الإحداثي.

A(x، فــإنَّ 
1
, y

1
, z

1
), B(x

2
, y

2
, z

2
إذا كانــت: (

المسافة بين النقطتين A و B تعطى بالصيغة الآتية:

AB = √(x
2
-x

1
)2 + (y

2
-y

1
)2 + (z

2
-z

1
)2

وإحداثيات نقطة منتصف AB هي:

M ( 
x

1
 + x

2

2
 , 

y
1
 + y

2

2
 , 

z
1
 + z

2

2
 )

المسافة بين نقطتين، وإحداثيات نقطة المنتصف في الفضاء مفهوم أساسي

A(x
1
, y

1
, z

1
)

B(x
2
, y

2
, z

2
)

z

x
y

M

إذا كانت: A(-4, 7, -2), B(6, 1, -4)، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

.B و A المسافة بين 

AB = √(x	صيغة المسافة بين نقطتين
2
-x

1
)2 + (y

2
-y

1
)2 + (z

2
-z

1
)2

 بتعويض:
(x

1
, y

1
, z

1
) = (-4, 7, -2), 

(x
2
, y

2
, z

2
) = (6, 1, -4)

	 = √(6-(-4))2 + (1-7)2 + (-4-(-2))2

	بالتبسيط = 2 √35

إذن، المسافة بين A وB هي: 35√ 2 وحدة.

مثال 2

1 ر أتذكَّ

A وB نقطتين في  إذا كان 
المستوى أو في الفضاء، 
فإنَّ الرمــز AB يدلُّ على 
المســافة بيــن هاتيــن 
النقطتين، فــي حين يدلُّ 
الرمــز AB علــى القطعة 
المســتقيمة الواصلة بين 

هاتين النقطتين.

رموز رياضية

 M الرمــز  يُســتعمَل 
للدلالــة علــى منتصف 
القطعــة المســتقيمة؛ 
ل  وهــو الحــرف الأوَّ
مــن الكلمــة الإنجليزية 
)midpoint( التي تعني 

نقطة المنتصف.
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الوحدة 6

.AB إحداثيات نقطة منتصف 

	صيغة إحداثيات نقطة المنتصف  M  ( 
x

1
 + x

2

2
 , 

y
1
 + y

2

2
 , 

z
1
 + z

2

2
 )

 بتعويض:
(x

1
, y

1
, z

1
) = (-4, 7, -2), 

(x
2
, y

2
, z

2
) = (6, 1, -4)

	 M  ( 
-4 + 6

2
 , 

7 + 1

2
 , 

-2+(-4)

2
 )

	بالتبسيط M  (1, 4, -3)

نقطة منتصف AB  هي: (3- ,4 ,1).

  ق من فهمي أتحقَّ

إذا كانت: N(2, 1, -6), M(5,-3, 6)، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

.Mو N المسافة بين  )a 

.MN إحداثيات نقطة منتصف  )b 

2

المتجهات في الفضاء

يات المتجهة )مثل: الإزاحة، والسرعة المتجهة( لا تقتصر على المستوى xy؛ لذا لا بُدَّ  إنَّ الكمِّ
ع في مفهوم المتجهات ليشمل الفضاء. من التوسُّ

تُمثَّــل المتجهات في الفضاء بطريقة مُشــابهِة 
 v لتمثيلها في المســتوى الإحداثي. فالمتجه 
A(x ونقطة نهايته 

1
, y

1
, z

1
الذي نقطة بدايتــه (

 A يُمثَّل في الفضاء بسهم، بدايته B(x
2
, y

2
, z

2
)

ونهايته B كما في الشكل المجاور، ويُرمَز إليه 
.v أو الرمز ،AB بالرمز

 ⃑

 ⃑  ⃑

يُمكِن كتابة المتجه بالصورة الإحداثية عــن طريق طرح إحداثيات نقطة البداية من إحداثيات 
نقطة النهاية كما يأتي: 

v = AB = 〈x
2
-x

1
, y

2
-y

1
, z

2
-z

1
〉 = 〈v

1
, v

2
, v

3
〉 ⃑  ⃑

A(x
1
, y

1
, z

1
)

B(x
2
, y

2
, z

2
)

z

x
y

v

م أتعلَّ

v إحداثيات 
1
, v

2
, v

3
تُسمّى 

ـر كلٌّ  v، ويُعبّـِ المتجــه 
منها عن مقــدار الإزاحة 
بالنسبة إلى المحور x، أو 

.z أو المحور ،y المحور

 ⃑

رموز رياضية

يُرمَز إلى المتجه بحرفين 
⃑  (، أو  فوقهمــا الرمــز )
بحرف غامــق فوقه الرمز 

.)  ⃑ (
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يُمكِن حســاب مقدار المتجه )طول المتجه( في الفضاء بطريقة مُشابهِة لحسابه في المستوى 
الإحداثي. 

: A(x نقطتي بداية المتجه AB ونهايته، فإنَّ
1
, y

1
, z

1
), B(x

2
, y

2
, z

2
إذا كانت: (

|v| = |AB | = √(x
2
-x

1
)2 + (y

2
-y

1
)2 + (z

2
-z

1
)2

: v = AB = 〈v، فإنَّ
1
, v

2
, v

3
وإذا كان: 〈

|v| = |AB | = √v
1

2 + v
2

2 + v
3

2

 ⃑

مقدار المتجه في الفضاء مفهوم أساسي

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

إذا كان: A(-3, 6, 1), B(4, 5, -2)، فأكتــب المتجــه AB بالصــورة الإحداثية، ثمَّ أجد 
مقداره.  

	الصورة الإحداثية للمتجه AB = 〈x
2
-x

1
, y

2
-y

1
, z

2
-z

1
〉

(x
1
, y

1
, z

1
 بتعويض: ,(1 ,6 ,3-) = (
(x

2
, y

2
, z

2
) = (4, 5, -2)

	 = 〈4-(-3), 5-6, -2-1〉

	بالتبسيط = 〈7,-1,-3〉

.AB = 〈7, -1, -3〉  ،إذن

	صيغة مقدار المتجه |AB | = √v
1

2 + v
2

2 + v
3

2

v
1 
= 7, v

2
 = -1, v

3
	بتعويض:  3- =  = √7 2 + (-1)2 + (-3)2

	بالتبسيط = √59

إذن، مقدار AB هو: 59√ وحدة.

  ق من فهمي أتحقَّ

إذا كان: A(-1, 5, 3), B(-5, 3, -2)، فأكتــب المتجــه AB بالصورة الإحداثية، ثمَّ أجد 
مقداره.

مثال 3

 ⃑

 ⃑

 ⃑

 ⃑

 ⃑

 ⃑

ر أتذكَّ

يُرمَز إلى مقــدار المتجه  
.| AB | بالرمز AB

 ⃑  ⃑
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الوحدة 6

ر  أتذكَّ

معكــوس المتجــه v هو 
متجــه لــه نفــس مقدار 
v، لكنَّه يكون في  المتجه 
اتجــاه مُعاكِس له، ويُرمَز 

.-v إليه بالرمز

v

v-

 ⃑

 ⃑

 ⃑

جمع المتجهات وطرحها وضربها في عدد حقيقي هندسيًّا

تعلَّمْتُ سابقًا أنَّه لجمع المتجه a والمتجه b هندسيًّا باستعمال 
 b لًًا، ثمَّ أرسم المتجه قاعدة المثلث، فإنَّني أرسم المتجه a أوَّ
بحيث تكــون نقطة بدايته هي نقطة نهايــة المتجه a، ثمَّ أَصِل 
بين نقطة بداية المتجه a ونقطة نهاية المتجه b كما في الشكل 

لة. المجاور، فينتج المتجه a + b الذي يُسمّى أيضًا المُحصِّ

تعلَّمْــتُ أيضًا أنَّــه لإيجاد a-b ، فإنَّني أجمــع المتجه a مع 
معكوس المتجه b؛ أيْ:

a - b = a + (-b)

، يُمكِن إيجاد ناتج طرح a-b هندسيًّا بطريقة مُشابهِة  ومن ثَمَّ
لعملية الجمع كما في الشكل المجاور.

يُمكِن تمثيل ضرب المتجه v في العدد الحقيقي k برسم متجه 
ة طول v، وله الاتجاه نفســه إذا كان  موازٍ لـ v، وطوله |k| مَرَّ
k > 0، وله عكــس اتجاه v إذا كان k < 0 كما في الشــكل 

المجاور. 

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑

في المثلــث JKL المجاور، إذا كانــت M نقطة منتصف 
 ،KL = 7 u  :وكانت ،JN : NL = 3 : 2 :وكانــت ،JK

.b و u بدلالة JM فأكتب ،NL = 4b  :وكانت
	تعريف التناسب JN = 3

2
 × NL 

NL = 4 b بتعويض	 JN = 3
2

 × 4 b = 6 b

	قاعدة المثلث لجمع المتجهات JK = JL + LK

	بالتعويض = 6 b + 4 b - 7 u

	بالتبسيط = 10 b - 7 u

JK منتصف M	 JM = 1
2

 JK 

	بالتعويض  = 1
2

 (10 b - 7 u )

.JM = 5 b - 3.5 u ،إذن

7

N

LK

M

J

u

4 b

مثال 4

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑ ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑ ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑

a
b

+a b

-

a

b
-a b

b

1
2

-2v

2v
v

v
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v = 〈v متجهيــن فــي الفضاء، وكان c عددًا 
1
, v

2
, v

3
〉, w = 〈w

1
, w

2
, w

3
 إذا كان: 〈

: حقيقيًّا، فإنَّ
		  v + w = 〈(v

1
 + w

1
), (v

2
 + w

2
), (v

3
 + w

3
)〉

		  v - w = 〈(v
1
-w

1
), (v

2
-w

2
), (v

3
-w

3
)〉

		  c v =〈cv
1
, cv

2
, cv

3
〉

 ⃑  ⃑

جمع المتجهات وطرحها وضربها في عدد حقيقي مفهوم أساسي

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑

  ق من فهمي أتحقَّ

في متوازي الأضلاع ABCD المجاور، إذا كانت 
 ،DC نقطــة منتصف Gو ،BC نقطــة منتصف F
وكانت: BD = a، وكانت: AD = b، وكانت: 
:b و a فأكتب كُلًّاًّ ممّا يأتي بدلالة ،AE = 3EB

a)   AB				    b)   EB			   c)   EF

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑

جمع المتجهات وطرحها وضربها في عدد حقيقي جبريًّا

ا على المتجهات في  يُمكِن تطبيق عمليــات الجمع والطرح والضرب في عدد حقيقــي جبريًّ
الفضاء كما هو حال المتجهات في المستوى الإحداثي. 

إذا كان: a = 〈4, 7, -3〉, b = 〈9, -2, -5〉، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

1   2a + 3b

	بالتعويض 2a + 3b = 2〈4, 7, -3〉 + 3〈9, -2, -5〉

	ضرب المتجه في عدد حقيقي = 〈8, 14, -6〉 + 〈27, -6, -15〉

	بجمع المتجهين = 〈35, 8, -21〉

2   4a - 2b

	بالتعويض 4a -2b = 4〈4, 7, -3〉 -2〈9, -2, -5〉

	ضرب المتجه في عدد حقيقي = 〈16, 28, -12〉 + 〈-18, 4, 10〉

	بجمع المتجهين = 〈-2, 32, -2〉

مثال 5

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

FB

E

A

G

D

C

a

b

م أتعلَّ

ــق عمليــة جمــع  تُحقِّ

المتجهــات خاصيتــي 
: التبديل والتجميع؛ أيْ إنَّ

∙   a + b = b + a

∙ � (a + b )+ c = 

   a + ( b + c  )

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑

م أتعلَّ

 a - b يمكن أيضًا إيجاد 
بَدْءًا   b و a هندسيًّا برسم 
بالنقطــة نفســها، عندئذٍ 
يكــون a - b هو المتجه 
 ،b الذي يبــدأ بنقطة نهاية

.a وينتهي بنقطة نهاية

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑

 ⃑
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: v = 〈v، فإنَّ
1
, v

2
, v

3
〉, w = 〈w

1
, w

2
, w

3
 إذا كان: 〈

.v
1
 = w

1
, v

2
 = w

2
, v

3
 = w

3
v = w  إذا وفقط إذا كان: 

 ⃑  ⃑

المتجهان المتساويان مفهوم أساسي

 ⃑  ⃑

إذا كان: u = 〈2, 3a -2, 9〉, v = 〈4-b, 10, c〉، وكان: v = u، فأجــد قيمــة كلٍّ مــن: 
.cو ،b و ،a

: بما أنَّ المتجهين متساويان، فإنَّ إحداثياتهما المُتناظِرة متساوية؛ أيْ إنَّ

c = 94 - b = 210 = 3a-2بمساواة الإحداثيات المُتناظِرة

b12 = 3a = 2- 4بإعادة ترتيب كل معادلة

 b4 = a = 2بحلِّ كل معادلة

.a = 4, b = 2, c = 9 ،إذن

  ق من فهمي أتحقَّ

إذا كان: u = 〈20, 2p -5, -12〉, v = 〈3q +8, 0, 3r〉، وكان: u = v، فأجــد قيمة كلٍّ 
.r و ،q و ،p :من

مثال 6

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

  ق من فهمي أتحقَّ

إذا كان: u = 〈4, 5, -3〉, v = 〈3, 0, -5〉, w =〈9, -2, -5〉، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

a)   3 v – 4u					     b)   3 u + 5 v - 2 w

 ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

تساوي المتجهات 

يتساوى متجهان إذا كان لهما الاتجاه والمقدار نفساهما، عندئذٍ تكون لهما الصورة الإحداثية 
نفسها؛ أيْ إنَّ إحداثياتهما المُتناظِرة تكون متساوية.

م أتعلَّ

في المثال المجاور، تُعبِّر 
a, b, c عــن  الرمــوز: 
أعداد حقيقيــة، ولا تُعبِّر 

عن متجهات. 

م أتعلَّ

 v قد يتســاوى المتجهان
w بالرغم مــن اختلاف  و 
موقعيهما في حال تســاوى 
الاتجــاه والمقــدار لكلٍّ 
منهما كما في الشكل الآتي:

v

w

 ⃑

 ⃑
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م أتعلَّ

أُلاحِظ أنَّ كُلًّاًّ من الموقع 
يــة  والإزاحــة هــو كمِّ

متجهة، وأنَّ المسافة هي 
قيمة عددية غير متجهة. 

لغة الرياضيات

ي متجه الموقع بهذا  سُــمِّ
د موقع  الاســم لأنَّه يُحدِّ
النقطة A بالنسبة إلى نقطة 

الأصل.

متجها الموقع والإزاحة

يُطلَــق على المتجــه الذي يبدأ بنقطــة الأصل، وينتهــي بالنقطة 

 ،A للنقطة )position vector( اسم متجه الموقع ،A(x
1
, y

1
, z

1
)

.A للدلالة على متجه الموقع للنقطة OA ويُستعمَل الرمز

أمّا الصورة الإحداثية لهذا المتجه فهي:

	 OA = 〈x
1
, y

1
, z

1
〉- 〈0, 0, 0〉

	 = 〈x
1
, y

1
, z

1
〉

فــي الشــكل المجــاور، يظهــر باللــون الأزرق متجهــا 

الموقع للنقطــة A والنقطة B، وهمــا: OB، و OA، ويظهر 

باللــون الأحمر المتجــه AB الــذي يُمثِّل متجــه الإزاحة 

.B إلى النقطة A من النقطة )displacement vector(

أُلاحِــظ أنَّ  AB هو ناتج طرح متجه الموقع للنقطة A من متجــه الموقع للنقطة B وَفق قاعدة 
: المثلث لجمع المتجهات؛ أيْ إنَّ

	 AB = OB - OA

يُمثِّل مقدار متجه الإزاحة AB المسافة بين النقطة A والنقطة B، وهذه المسافة هي قيمة عددية 
غير متجهة. 

z

O

A

x y

OA
 ⃑

 ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑

 ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑

z

O

A

B

x y

إذا كانت: A(-11, 2, 21), B(3, -5, 7)، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

.B والنقطة ،A متجه موقع كلٍّ من النقطة 

.OA = 〈-11, 2, 21〉 :هو A متجه موقع النقطة

.OB = 〈3, -5, 7〉 :هو B متجه موقع النقطة

مثال 7

1

 ⃑

 ⃑
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.B إلى النقطة A متجه الإزاحة من النقطة 

:B من متجه الموقع للنقطة A بطرح متجه الموقع للنقطة AB يُمكِن إيجاد متجه الإزاحة

	 AB = OB - OA

	 = 〈3, -5, 7〉 - 〈-11, 2, 21〉

	 = 〈14, -7, -14〉 

.B والنقطة A المسافة بين النقطة 

:AB هي مقدار متجه الإزاحة B والنقطة A المسافة بين النقطة

	صيغة مقدار المتجه |AB | = √v
1

2 + v
2

2 + v
3

2

AB = 〈14, -7, -14〉	 = √(14) 2 + (-7)2 + (-14)2

	بالتبسيط = √441 = 21

إذن، المسافة بين A وB هي: 21 وحدة طول.

  ق من فهمي أتحقَّ

إذا كانــت: A(-2, 8, 13), B(5, -7, -9), C(0, 1, -14) نقاطًا في الفضاء، فأجد كُلًّاًّ 
ممّا يأتي: 

.Cو ،Bو ،A :متجه موقع كلٍّ من النقاط  )a 

.C إلى النقطة B متجه الإزاحة من النقطة  )b 

 .C والنقطة A المسافة بين النقطة  )c 

2

 ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑

3

 ⃑

 ⃑

 ⃑

i, j, k :متجهات الوحدة الأساسية

إذا كانت نقطة بدايــة المتجه v هي نقطة الأصل ونقطة نهايته 
v) كما في الشــكل المجاور، فإنَّه يُمكِن التعبير 

1
, v

2
, v

3
هي (

.v = 〈v
1
, v

2
, v

3
عن ذلك بالصورة الإحداثية: 〈

ˆ ˆ ˆ

 ⃑

 ⃑

z

x y

v
1

v
3

v
2

〈v
1
, v

2
,v

3
〉

v
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م أتعلَّ

أُلاحِظ في الشكل المجاور 

لــة )ناتج  أنَّ v هــو مُحصِّ
جمع( ثلاثة متجهات، هي:

.v
1
 i, v

2
 j , v

3
 k

 ⃑

ˆ ˆ ˆ

م أتعلَّ

 ،i hat :يُقرَأ i الرمز
 ،j hat :يُقرَأ  j والرمز

.k hat :يُقرَأ  k والرمز

ˆ

ˆ

ˆ

متجه  يُطلَق على المتجه الذي مقداره وحدة واحدة اسم 
(unit vector). وتُعَدُّ متجهات الوحدة في  الوحدة 
الاتجاه الموجب للمحاور الإحداثية الثلاثة أهم متجهات 
متجهات الوحدة  الوحدة، وأكثرها استخدامًا؛ لذا تُسمّى 

الأساسية.

يشار إلى كلٍّ من متجهات الوحدة الأساسية الثلاثة برمز خاص؛ إذ يُرمَز إلى متجه الوحدة 
i = 〈1, 0, 0〉، ويُرمَز إلى  i، وصورته الإحداثية هي:  x الموجب بالرمز  في اتجاه محور 
 ،j = 〈0, 1, 0〉 j، وصورته الإحداثية هي:  y الموجب بالرمز  متجه الوحدة في اتجاه محور 
k، وصورته الإحداثية هي:  z الموجب بالرمز  ويُرمَز إلى متجه الوحدة في اتجاه محور 

.k = 〈0, 0, 1〉

يُمكِن كتابة أيِّ متجه بدلالة متجهات الوحدة: i,  j, k  كما هو مُبيَّن في ما يأتي:

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ

ˆ

ˆ ˆ ˆ

z

x y

k

i j

v = 〈v بدلالة متجهات 
1
, v

2
, v

3
 يُمكِن كتابة المتجه: 〈

الوحدة الأساسية كما يأتي:

 v = v
1
 i + v

2
 j + v

3
 k

 ⃑

كتابة المتجه بدلالة متجهات الوحدة الأساسية مفهوم أساسي

 ⃑ ˆ ˆ ˆ

z

x
y

v
1

v
3

v
2

k v

i j

 أكتب المتجه:u = 〈5, -3, 6〉 بدلالة متجهات الوحدة الأساسية.

i, j, k  بدلالة u بكتابة	 u = 5 i + (-3) j + 6 k

	بالتبسيط = 5 i - 3 j + 6 k

مثال 8

 ⃑ 1

ˆ ˆ ˆ  ⃑ ⃑ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ
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 �إذا كان: u = i + 2 j - 3 k, v = 4 i + 7 k، فأكتــب المتجه: u + 3v 2 بدلالة متجهات 
الوحدة الأساسية.

v والمتجه u بتعويض المتجه	 2 u + 3 v = 2( i + 2 j - 3 k ) + 3(4 i + 7 k)

	خاصية التوزيع = 2 i + 4 j - 6 k + 12 i + 21 k

	بالتبسيط = 14 i + 4 j + 15 k

  ق من فهمي أتحقَّ

أكتب كُلًّاًّ من المتجهات الآتية بدلالة متجهات الوحدة الأساسية:

a)   g = 〈9, 0, -4〉

b)   AB : A(2, -1, 4), B (7, 6, -2)

c)   4m – 5 f : m = -2 i + 3 j - 4 k,  f = 3 i - 5 j + 6 k

 ⃑  ⃑  ⃑ ˆ ˆ ˆ  ⃑ ˆ ˆ 2

 ⃑  ⃑ ⃑  ⃑ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

 ⃑

 ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑ ˆ ˆ ˆ  ⃑ ˆ ˆ ˆ

م أتعلَّ

عند كتابة المتجهات بدلالة 
متجهات الوحدة الأساسية، 
فإنَّها تُجمَع وتُطرَح بإجراء 
العمليات الحسابية العادية، 
 k و ،j و ،i مع معاملة

معاملة المُتغيِّرات.

ˆ ˆ ˆ

.AB فأجد متجه وحدة في اتجاه ،A(3, 4, -7), B(-5, 16, 2) :إذا كان

الخطوة 1: أكتب  AB  بالصورة الإحداثية.

	الصورة الإحداثية للمتجه AB = 〈x
2
-x

1
, y

2
-y

1
, z

2
-z

1
〉

(x
1
, y

1
, z

1
) = (3, 4, -7), 

(x
2
, y

2
, z

2
) = (-5, 16, 2)

	 = 〈-5-3, 16-4, 2-(-7)〉

	بالتبسيط = 〈-8, 12, 9〉

مثال 9

 ⃑

 ⃑

 ⃑

إيجاد متجه وحدة في اتجاه أيِّ متجه

يُمكِن إيجاد متجه وحدة في اتجاه أيِّ متجه، وذلك بقســمة ذلك المتجه على مقداره، فيصبح 
مقدار المتجه الناتج وحدة واحدة. 
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.AB  الخطوة 2: أجد مقدار

	صيغة مقدار المتجه |AB | = √u
1

2 + u
2

2 + u
3

2

AB = 〈-8, 12, 9〉	 = √(-8) 2 + (12)2 + (9)2

	بالتبسيط = √289 = 17

.AB في اتجاه u الخطوة 3: أستعمل الصورة الإحداثية ومقدار المتجه لإيجاد متجه الوحدة

u = 1
17

 〈-8, 12, 9〉 = 〈 -8
17

 , 12
17

 , 9
17

 〉

  ق من فهمي أتحقَّ

أجد متجه وحدة في اتجاه كل متجه ممّا يأتي:

a)   u = 〈4, -3, 5〉			   b)   v = 8 i + 15 j -17 k

c)   AB : A(-1, 4, 6), B(3, 3, 8)

 ⃑

 ⃑

 ⃑

 ⃑ ˆ

ˆ

 ⃑  ⃑ ˆ ˆ ˆ

 ⃑

ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

أُعيِّن كُلًّاًّ من النقاط الآتية في نظام الإحداثيات ثلاثي الأبعاد: 

1    (4, 5, 3)				    2    (-2, 3, -5)		  3    (4, 0, -3)

ط متساوي القياس الموجود في كتاب التمارين. ملحوظة: أستعمل الورق المُنقَّ

أجد الطول وإحداثيات نقطة المنتصف للقطعة المستقيمة التي أُعطيِ طرفاها في كلٍّ ممّا يأتي:

4    (3, -2, 8), (5, 4, 2)				    5    (-2, 7, 0), (2, -5, 3)

6    (12, 8, -5), (-3, 6, 7)				    7    (-5, -8, 4), (3, 2, -6)

رموز رياضية 

توجــد صــور مختلفــة 

 ،a للتعبيــر عــن المتجه

 ،〈a
1
, a

2
, a

3
〉 ـل:  مثـ

 ،a
1
 i + a

2
 j + a

3
 k و

ويُمكِن أيضًا كتابته بالصورة 

.( a1

a
2

a
3

العمودية: ( 

 ⃑

ˆ ˆ ˆ
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الوحدة 6

أُمثِّل كُلًّاًّ من المتجهات الآتية بيانيًّا في الفضاء:

8    v = 〈-3, -4, 5〉					    9    m = 〈2, -3, -4〉 

10    p = 〈-3, 5, -2〉					    11    e = -5 i + 3 j + 4 k

12    AB : A(4, 1, 1), B(-3, 6, 3)			   13    GH : G(1, -3, 5), H(0, 4, -2)

ط متساوي القياس الموجود في كتاب التمارين. ملحوظة: أستعمل الورق المُنقَّ

أجد الصورة الإحداثية والمقدار للمتجه AB الذي أُعطيِت نقطة بدايته ونقطة نهايته في كلٍّ ممّا يأتي:

14    A(4, 6, 9), B(-3, 2, 5)				    15    A(-8, 5, 7), B(6, 3, 2)

16    A(12, -5, 4), B(4, 1, -1)			   17    A(24, -8, 10), B(10, 6, 3) 

.b و a بدلالة OC فأكتب المتجه ،AB هي منتصف C والنقطة ،OB = bو ،OA = a :مثلثًا، فيه OAB إذا كان�  18 

يُمثِّل الشكل المجاور متوازي الأضلاع PQRS، الذي تقع فيه النقطة N على 

 :PQ = a , PS = b و ،SN : NQ = 3 : 2 :حيث ،SQ

.b و a بدلالة SQ أكتب  19 

.b و a بدلالة NR أكتب  20 

إذا كان: e = 〈-3, 9, -4〉, f = 5 i - 3 j + 7 k , g = 〈-1, 8, -5〉، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

21    3 e + 4 f						      22    e + f - 3 g 

23    4 e - 2 f + 3 g					     24    2 e + 7 f – 2 g

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑ ˆ ˆ ˆ

 ⃑  ⃑

 ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑  ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

a

b

Q

N

RS

P

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑ ˆ ˆ ˆ  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑  ⃑  ⃑
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إذا كانت: A(-1, 6, 5), B(0, 1, -4), C(2, 1, 1) نقاطًا في الفضاء، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

.A إلى النقطة B متجه الإزاحة من النقطة  26  		 .Cو ،Bو ،A :متجه موقع كلٍّ من النقاط  25 

 .B والنقطة C المسافة بين النقطة  28  		 .B إلى النقطة C متجه الإزاحة من النقطة  27 

أكتب كُلًّاًّ من المتجهات الآتية بدلالة متجهات الوحدة الأساسية:

29     g = 〈5, 7, -1〉					     30    ST : S (1, 0, -5), T (2, -2, 0)

31    -a + 3 b : a = 1 i + 2 j - 4 k ,  b = 4 i - 3 j + 5k

أجد متجه وحدة في اتجاه كل متجه ممّا يأتي:

32    a = -4 i + 3 j			   33    b =143 i - 24 j	 	 	 34    c = 72 i + 33 j + 56 k

35    d = 
⎛
⎜
⎝
 
11
13
8

 
⎛
⎜
⎝
			   36    e = 

⎛
⎜
⎝
 

5
-4
-2

 
⎛
⎜
⎝
	 		  37     n = 〈-2, 0, 3〉

 �إذا كان: a = -3 i + 4j +12k ,  b = 7 i +39 j - 2 k، وكان: a + c b = -23 i - 66 j + 40 k 3، فأجــد  38 

.c قيمة

.k و ،w و ،v فأجد قيمة كلٍّ من ،k s - 4 t = 
⎛
⎜
⎝
 

6
31
w

 
⎛
⎜
⎝
 = s، وكان: 

⎛
⎜
⎝
 

2
w + 47

-4
 

⎛
⎜
⎝
, t = 

⎛
⎜
⎝
 
3
v
2

 
⎛
⎜
⎝
 �إذا كان:  39 

 �إذا كان: m = 〈4, 1, -2〉, n = 〈6, 2, -3〉, p = 〈2, a, -1〉, 5 m + 2 p = 4 n، فما قيمة الثابت a؟ 40 

 إذا كان: v = 〈u-3, u + 1, u - 2〉، وكان: v |= 17 |، فما قيمة u؟ 41 

 �إذا كان متجها الموقع للنقطة G والنقطة H هما: g = 〈-2, c+1, -8〉، و h = 〈c-1, -4, c+2〉 على الترتيب،  42 

 .c > 0 : : GH|= 19|، وأنَّ فأجد قيمة  c، علمًا بأنَّ

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑ ˆ ˆ ˆ  ⃑ ˆ ˆ ˆ

 ⃑ ˆ ˆ  ⃑ ˆ ˆ  ⃑ ˆ ˆ ˆ

 ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑ ˆ ˆ ˆ  ⃑ ˆ ˆ ˆ  ⃑ ˆ ˆ ˆ

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑
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الوحدة 6

مهارات التفكير العليا

 �أكتشــف الخطأ: قالت حنــان: �إذا كانت النقطــة A(7, -3, 3) تقع على كرة مركزها نقطــة الأصل، فإنَّ النقطة  43 

B(2, -8, -1) تقــع خارج هذه الكــرة�. في حين قالت هديل: �النقطة B تقع داخل هــذه الكرة�. أيُّ القولين 

ر إجابتي. صحيح؟ أُبرِّ

 �تبريــر: إذا وقعت النقطــة  J(-4, 6, -1) والنقطة  K(-2, 2, 17) على طرفي أحد أقطار كــرة، فأُبيِّن أنَّ النقطة  44 

ر إجابتي. L(2, 10, 3) والنقطة M(4, -2, 7) تقعان على سطح تلك الكرة، ثمَّ أُبرِّ

 �تبرير: تُمثِّل النقاط: A(2, 3, -1), B(2, 3, 5), C(8, -3, 5) ثلاثةً من رؤوس مُكعَّب خشــبي، كل وجهين من  45 

.xy, xz, yz :أوجهه يوازيان أحد المستويات

ر إجابتي. أكتب إحداثيات الرؤوس الخمسة الأخُرى، ثمَّ أُبرِّ

: فــي الشــكل الآتــي، إذا كان: CB = 6 b, BY = 5 a-b, CA = 3a، وكانــت X تقــع على AB، حيث  �تحــدٍّ 46 

.CX = 2
5

 CY : AX : XB = 1 : 2، فأُثبتِ أنَّ

B

C

Y

A

6b

3a

5a  - b

: إذا كانت متجهات الموقع للنقاط: M, L, N هي: تحدٍّ

m = –3 i – 6 j +  k,  l = 4 i – 10 j + 3 k,  n = 5 i + 3 j – 9 k  على الترتيب، فأُجيب عن السؤالين الآتيين تباعًا:

 �أُثبتِ أنَّ المثلث LMN قائم الزاوية. 47 

.LMN أجد مساحة المثلث�  48 

مْتُها في الصف الثامن. إرشاد: أستعمل عكس نظرية فيثاغورس التي تعلَّ

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑ ˆ ˆ ˆ  ⃑ ˆ ˆ ˆ  ⃑ ˆ ˆ ˆ
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الدرس

2
ف المتجهات المتوازية في الفضاء.   تعرُّ · 	  فكرة الدرس � 

 كتابة معادلة متجهة للمستقيم في الفضاء.  · 			 

 إيجاد إحداثيات نقطة تقاطع مستقيمين في الفضاء.  · 			 

المعادلة المتجهة للمستقيم، المُتغيِّر الوسيط، المستقيمان المتخالفان. 	 المصطلحات � 

	�أُرسِــلت إشارة لاســلكية من موقعٍ إحداثياته: (5 ,4 ,1-) إلى موقعٍ   مسألة اليوم � 

إحداثياته: (15 ,9 ,11-). وفي الوقت نفسه، أُرسِلت إشارة من موقعٍ 

إحداثياته: (3 ,9 ,5-) إلى موقعٍ إحداثياته: (17 ,5- ,2). إذا علمْتُ 

أنَّ الإشارة تسير في خط مستقيم، فهل يتقاطع مسارا الإشارتين؟

توازي المتجهات

المتجهان المتوازيــان هما متجهان لهما الاتجاه نفســه، أو 

عكسه، وليس شرطًا أنْ يكون لهما المقدار نفسه، وهذا يعني 

أنَّه يُمكِن كتابة كلٍّ منهما في صورة المتجه الآخر مضروبًا في 

عدد حقيقي.

المستقيمات في الفضاء
Lines in Space

ر أتذكَّ

v في  إذا ضُــرِب المتجه 

العــدد الحقيقــي k، فإنَّ 
k v يأخذ اتجاه  المتجــه 
 ،k > 0 نفســه إذا كان v
ويكون عكس اتجاه v إذا 

.k < 0 كان

 ⃑

 ⃑

 ⃑

 ⃑

: u = 〈u، فإنَّ
1
, u

2
, u

3
〉, v = 〈v

1
, v

2
, v

3
إذا كان: 〈

v ‖ u إذا وفقط إذا وُجِد عدد حقيقي k، حيث: k ≠ 0، بحيث يكون:

〈v
1
, v

2
, v

3
〉 = k〈u

1
, u

2
, u

3
〉

 ⃑  ⃑

توازي المتجهات مفهوم أساسي

 ⃑  ⃑

3

-
2
1

v

v

v

v
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الوحدة 6

م  أتعلَّ

إذا كان:

v = 〈v
1
, v

2
, v

3
〉, 

 ،u = 〈u
1
, u

2
, u

3
〉

 v
1
, v

2
, v

3
وكان كلٌّ من: 

لا يساوي صفرًا، فإنَّ 
 شرط توازي v و u هو

 أنْ تكون النسب:

u1 متساوية.

v
1

 , 
u

2

v
2

 , 
u

3

v
3

 ⃑

 ⃑

 ⃑  ⃑

م  أتعلَّ

أُلاحِــظ أنَّــه إذا كان: 

 ،v = 1
k

 u  : u = kv، فإنَّ

.k ≠ 0 :حيث

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

د إنْ كان  إذا كان: A(-2, 5, -3), B(1, -3, 2), C(3, -14, 8), D(-3, 2, -2)، فأُحدِّ
كل متجهين ممّا يأتي متوازيين أم لا:

1   AB , CD

أكتب كُلًّاًّ من AB و CD بالصورة الإحداثية:

	الصورة الإحداثية للمتجه AB = 〈1-(-2), -3-5, 2-(-3)〉

	بالتبسيط = 〈3, -8, 5〉 

	الصورة الإحداثية للمتجه CD = 〈-3-3, 2-(-14), -2-8〉

	بالتبسيط = 〈-6, 16, -10〉

.CD ‖ AB  : : 〈5 ,8- ,3〉2- = 〈10- ,16 ,6-〉؛ ما يعني أنَّ أُلاحِظ أنَّ

2   AC , BD

أكتب كُلًّاًّ من AC و BD بالصورة الإحداثية:

	الصورة الإحداثية للمتجه AC = 〈3-(-2), -14 -5, 8-(-3)〉

	بالتبسيط = 〈5, -19, 11〉

	الصورة الإحداثية للمتجه BD = 〈-3-1, 2-(-3), -2-2〉

	بالتبسيط = 〈-4, 5, -4〉

 .AC ≠ kBD : أُلاحِظ عدم وجود عدد حقيقي أَضرِب فيه أحد المتجهين لينتج الآخر؛ أيْ إنَّ
إذن، المتجه AC والمتجه BD غير متوازيين.

  ق من فهمي أتحقَّ

د إنْ كان كل  إذا كان: G(7, 5, -11), H(4, 4, -4), K(4, 5, 3), L(7, 7, 3)، فأُحــدِّ
متجهين ممّا يأتي متوازيين أم لا:

a)   GH , KL					     b)   GL , HK

مثال 1

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑

 ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑

 ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑
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يُمكِن اســتعمال تعريف تــوازي المتجهات لإثبــات بعض علاقات التوازي في الأشــكال 
الهندسية.

 OM = 14 m, :المجــاور، إذا كان OMN في المثلــث
ON = 21 n، وكانــت النقطة P تقــع على OM، حيث: 

OP : PM = 2 : 5، والنقطــة Q تقــع على ON، حيث: 

.MN يوازي PQ َّفأُثبتِ أن ،ON = 7
2

 OQ

 MN ،PQ :يكفي إثبات أنَّ أحد المتجهين ،MN و PQ لإثبات توازي القطعتين المستقيمتين
يُمكِن كتابته في صورة المتجه الآخر مضروبًا في عدد حقيقي. 

الخطوة 1: أكتب MN بدلالة m و n  باستعمال قاعدة المثلث لجمع المتجهات.

	قاعدة المثلث لجمع المتجهات MN = MO + ON

MO = -14 m, ON = 21 n بتعويض	 = –14 m + 21 n

	بإخراج عامل مشترك = 7(-2 m + 3 n )

 .n و m بدلالة PQ الخطوة 2: أكتب

:n و m بدلالة PQ ثمَّ أستعملهما لكتابة ،n بدلالة OQ وأكتب ،m بدلالة OP لًًا أكتب أوَّ

	معطى OP = 2
7

 OM

OM = 14 m بتعويض	 = 2
7

 × 14 m

	بالتبسيط = 4 m

	معطى ON = 7
2

 OQ

OQ بحلِّ المعادلة لـ	 OQ = 2
7

 × ON

ON = 21 n بتعويض	 = 2
7

 × 21 n

	بالتبسيط = 6 n

.OP = 4 m, OQ = 6 n ،إذن

O

M

14
21

N

n
m

مثال 2

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑ ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑ ⃑

 ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑ ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑ ⃑

 ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

ر أتذكَّ

-

v

v

v

u

u

u

+v u

م أتعلَّ

لإثبات تــوازي قطعتين 
مســتقيمتين بوجــه عام، 
يكفــي إثبــات تــوازي 
متجهين يقعان على هاتين 

القطعتين المستقيمتين.
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الوحدة 6

 ،OAB يظهر في الشكل المجاور المثلث
.Dو ،C :والنقطتان

إذا كان: OA = 3 a, OB = 3 b، وكانت 
 ،AC = 2CB :حيث ،AB تقع على C النقطة

وكان: BD = 2 a +  b، فأُثبتِ أنَّ O، وC، وD تقع على استقامة واحدة. 

لإثبات أنَّ O، وC، وD تقع على اســتقامة واحدة، يكفي إثبات أنَّ OC || OD؛ لأنَّ لهما نقطة 
البداية نفسها.

 . bو  a بدلالة AC و AB الخطوة 1: أكتب كُلًّاًّ من

	قاعدة المثلث لجمع المتجهات AB = AO + OB

AO = -3 a, OB = 3 b بتعويض	 = -3 a + 3 b

A

B

C

D

O
3

3

b

a

مثال 3

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑ ⃑  ⃑

	قاعدة المثلث لجمع المتجهات PQ = PO + OQ

PO = -4 m, OQ = 6 n بتعويض	 = -4 m + 6 n

	بإخراج عامل مشترك = 2(-2 m + 3 n )

-2 m + 3 n = 1
7

 MN	 = 2
7

 MN

بما أنَّ PQ يساوي MN مضروبًا في عدد حقيقي، فإنَّ PQ و MN متوازيان.

  ق من فهمي أتحقَّ

 ،RS = 4 a, RT = 6 b :المجاور، إذا كان RST في المثلث
والنقطة U منتصــف RS، والنقطة V منتصف RT، فأُثبتِ أنَّ 

.UV يوازي ST

 ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑ ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑ ⃑

 ⃑  ⃑

S T

R

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

لإثبــات أنَّ ثلاث نقــاط في الفضاء تقع على اســتقامة واحدة، يكفي إثبــات وجود متجهين 
متوازيين بينهما نقطة مشتركة، وتكون النقاط الثلاث هي نقاط بداية أو نهاية لهذين المتجهين. 

م أتعلَّ

لا يُمكِــن الاســتناد إلى 
تمثيــل النقاط في الفضاء 
لتحديــد إذا كانــت تقع 
على استقامة واحدة أم لا؛ 
لذا تُســتعمَل المتجهات 
بوصفهــا طريقــة جبرية 

. للحلِّ
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	معطى AC = 2
3

 AB

AB = -3 a + 3 b بتعويض	 = 2
3

 × (–3 a + 3 b ) 

	بالتبسيط = –2 a + 2 b

.AB = -3 a + 3 b, AC = -2 a + 2 b ،إذن

 .b و  a بدلالة OD و OC الخطوة 2: أكتب

	قاعدة المثلث لجمع المتجهات OC = OA + AC

OA = 3 a, AC = -2 a + 2 b :بتعويض	 = 3 a + 2 b - 2 a

	بالتبسيط =  a + 2 b

	قاعدة المثلث لجمع المتجهات OD = OB + BD

OB =3 b, BD = 2 a +  b :بتعويض	 = 3 b + 2 a +  b

	بالتبسيط = 2 a + 4 b

	بإخراج عامل مشترك = 2( a + 2 b )

 a + 2 b = OC	 = 2 OC

 ،O َّفإن ، بما أنَّ  OD يساوي OC مضروبًا في عدد حقيقي، فإنَّ  OC و OD متوازيان. ومن ثَمَّ
وC، وD تقع على استقامة واحدة.

  ق من فهمي أتحقَّ

 .OAB يظهر في الشكل المجاور المثلث

إذا كان: OA =  a, OB =  b، وكانــت النقطة D تقع 

على OB، والنقطة E منتصف AB، والنقطة F تقع على 

OF = 2، فأُثبتِ أنَّ O، وF، وE تقع على استقامة واحدة.
5

 ( a +  b ) :حيث ،AD

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑ ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑  ⃑ ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑  ⃑ ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑ ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

A

E

F

DO B

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑
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الوحدة 6

المعادلة المتجهة للمستقيم 

تعلَّمْتُ سابقًا استعمال الميل ومقطع المحور y لكتابة معادلة مستقيم في المستوى الإحداثي. 
والآن سأتعلَّم كيف أستعمل المتجهات لكتابة معادلة المستقيم في الفضاء.

في الشــكل المجاور، يمرُّ المســتقيم l بالنقطة المعلومة 
P، موازيًــا المتجه v، ولتكــن النقطــة P أيَّ نقطة على 

0

P يوازي المتجه v؛ لذا 
0
P فإنَّ المتجه ، المستقيم l. ومن ثَمَّ

P، حيث t عدد حقيقي. 
0
P = t v :يُمكِــن كتابته في صورة

ووَفقًا لقاعدة المثلث لجمع المتجهات، فإنَّ متجه الموقع 
P والمتجه 

0
للنقطة P يساوي مجموع متجه الموقع للنقطة 

: P؛ أيْ إنَّ
0
P

OP = OP
0
 + P

0
P

: r، فإنَّ
0
P هو  

0
وإذا كان متجه الموقع للنقطة P هو  r، ومتجه الموقع للنقطة 

r = r
0
 + t v

.)vector equation of a line( يُطلَق على هذه الصيغة اسم المعادلة المتجهة للمستقيم

يُســمّى المُتغيِّر t فــي المعادلة الســابقة المُتغيِّر الوســيط 
د كل قيمة من قِيَم t نقطة وحيدة على  )parameter(، وتُحدِّ
P، وقِيَم t الموجبة 

0
د النقطة  المســتقيم. فمثلًًا، t = 0 تُحدِّ

P، وقِيَم t الســالبة 
0
د النقاط الواقعة في اتجاه v  بَدْءًا بـ  تُحدِّ

.P
0
د النقاط الواقعة عكس اتجاه v  بَدْءًا بـ  تُحدِّ

 ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑

 ⃑

z

P

P
0

0
l

yx

0

t v

rr

v

z

P
0

l
t = 0

t > 0

t < 0

yx

0

 ،r
0
المعادلة المتجهة للمســتقيم l الذي يوازي المتجــه v، ويمرُّ بنقطة متجه الموقع لها 

هي: 
r = r

0
 + t v

 ⃑  ⃑

المعادلة المتجهة للمستقيم مفهوم أساسي

 ⃑  ⃑  ⃑

لغة الرياضيات

يُســمّى المتجــه v اتجاه 
.l المستقيم

 ⃑

م أتعلَّ

لا يُمكِننــي اســتعمال 
 y = mx + b الصيغــة: 
لكتابة معادلة المســتقيم 

في الفضاء.

م أتعلَّ

المعادلة المتجهة 
ة صور  للمستقيم لها عِدَّ

مُتكافئِة تختلف باختلاف 
.P

0
النقطة 

م أتعلَّ

إذا كان v اتجاهًا 
 ،k v َّفإن ،l للمستقيم

حيث: k ≠ 0، هو أيضًا 
.l اتجاه للمستقيم

 ⃑

 ⃑
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م  أتعلَّ

ــل تبســيط الصــورة  يُفضَّ
الإحداثية للمتجــه الناتج 
بالقســمة علــى العامــل 
المشترك الأكبر لإحداثياته؛ 
لأنَّ المُهِــمَّ هــو الاتجاه، 
وليس المقدار )أو الطول(.

ر أتذكَّ

د أيُّ نقطتيــن على  تُحــدِّ
المســتقيم في المستوى 
الإحداثــي ميــل هــذا 
المســتقيم. أمّــا فــي 
الفضاء فــإنَّ أيَّ نقطتين 
دان  على المســتقيم تُحدِّ

اتجاهه.

ر أتذكَّ

متجه الموقع للنقطة 
P(x, y, z) هو: 

.OP = 〈x, y, z〉

OP

O

P

 ⃑

لغة الرياضيات

يوازي المستقيم l المتجه 
v إذا كان v اتجاهًا 

.l للمستقيم

 ⃑  ⃑

أجــد معادلة متجهة للمســتقيم l الذي يــوازي المتجــه: v =〈-4, 2, 7〉، ويمــرُّ بالنقطة 
.U(2, -3, 5)

.r
0
متجه موقع النقطة U هو: 〈5 ,3- ,2〉 = 

	صيغة المعادلة المتجهة للمستقيم r = r
0
 + t  v

  r
0
 = 〈2, -3, 5〉, v = 〈-4, 2, 7〉 :بتعويض	 r = 〈2, -3, 5〉 + t〈-4, 2, 7〉

.r = 〈2, -3, 5〉 + t〈-4, 2, 7〉 :هي l إذن، المعادلة المتجهة للمستقيم

  ق من فهمي أتحقَّ

أجــد معادلة متجهة للمســتقيم l الذي يــوازي المتجــه: v =〈1, -4, -5〉، ويمرُّ بالنقطة 
.U(0, -6, 9)

مثال 4

 ⃑

 ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑ ⃑

 ⃑

 ⃑

.Q(19, 5, -10)و ،P(5, -2, 18) :المارِّ بالنقطتين l أجد معادلة متجهة للمستقيم

.PQ وهو ،l الخطوة 1: أجد اتجاه المستقيم

PQ = 〈19-5, 5-(-2), -10-18〉 = 〈14, 7, -28〉

يُمكِن تبسيط هذا المتجه بقســمة إحداثياته جميعها على 7 )العامل المشترك الأكبر(، فيكون 
متجه اتجاه l هو 〈4- ,1 ,2〉.

مثال 5

 ⃑

 ⃑

يُمكِن بســهولة تحديد متجه موازٍ لمستقيم يمرُّ بنقطتين معلومتين؛ وهو المتجه الذي يقع على 
المستقيم، وطرفاه هاتان النقطتان. 

باع الخطوتين الآتيتين: إذا عُلِمت نقطتان يمرُّ بهما المستقيم، فيُمكِن عندئذٍ كتابة معادلته المتجهة باتِّ
إيجاد الصورة الإحداثية للمتجه الموازي، الذي طرفاه النقطتان المعلومتان، بصرف النظر ·	

عن النقطة التي يبدأ منها المتجه.

تعويض متجه الموقع لإحدى النقطتين والمتجه الموازي للمستقيم في صيغة المعادلة ·	
المتجهة للمستقيم.
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الوحدة 6

م  أتعلَّ

المتجهــة  ـة  المعادلـ
ة  للمســتقيم لهــا عِــدَّ
صور مُتكافئِــة، تختلف 
باختــاف النقطــة التي 
ض متجه موقعها في  يُعوَّ
المعادلــة. يُمكِــن أيضًا 
تعويــض متجــه موقــع 
النقطــة Q، أو أيِّ نقطــة 
أُخرى على المســتقيم، 
مثل نقطة منتصف القطعة 

 .P بدلًًا من النقطة ،PQ

ر  أتذكَّ

 t كل قيمــة مــن قِيـَـم 
د نقطــة وحيدة على  تُحدِّ
المستقيم، وكل نقطة على 
د بقيمة  المســتقيم تتحدَّ

.t مُعيَّنة للمُتغيِّر

م أتعلَّ

إذا نتجــت مــن حــلِّ 
المعادلات في هذا المثال 
 ،t قِيَــمٌ مختلفــة للمُتغيِّر
فــإنَّ النقطــة لا تقع على 

.l المستقيم

ض متجه موقع النقطة P واتجاه l في صيغة المعادلة المتجهة. الخطوة 2: أُعوِّ

	صيغة المعادلة المتجهة للمستقيم r = r
0
 + t v

  r
0
 = 〈5, -2, 18〉, v = 〈2, 1, -4〉 :بتعويض	 r = 〈5, -2, 18〉 + t〈2, 1, -4〉

  ق من فهمي أتحقَّ

.N(2, -4, 3)و ،M(3, 7, -9) :المارِّ بالنقطتين l أجد معادلة متجهة للمستقيم

 ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑ ⃑

ق من وقــوع نقطة معلومة عليه أم لا،  يُمكِن اســتعمال المعادلة المتجهة للمســتقيم في التحقُّ
وإيجاد نقطة تقع عليه، عُلِم أحد إحداثياتها.

:l معادلة متجهة للمستقيم  r = 〈-2, 9, 1〉 + t〈-3, 1, 2〉 :تُمثِّل

.l أُبيِّن أنَّ النقطة (13- ,2 ,19) تقع على المستقيم� 

ق المعادلة الآتية: لكي تقع النقطة المعطاة على المستقيم l؛ لا بُدَّ من وجود قيمة وحيدة للمُتغيِّر t تُحقِّ

 r = 〈19, 2, -13〉 بتعويض 
l 〈1 ,9 ,2-〉 = 〈13- ,2 ,19〉في معادلة المستقيم + t〈-3, 1, 2〉

〈3t, 9+t, 1+2t-2-〉 = 〈13- ,2 ,19〉بجمع المتجهين

2t 2 = 9 + t19 = -2-3t+1 = 13-تعريف تساوي متجهين

t = -7  t = -7t = -7بحلِّ المعادلات الثلاث

بما أنَّ للمعادلات الثلاث الحلَّ نفســه )قيمة t نفســها(، فإنَّ النقطة (13- ,2 ,19) تقع على 
المستقيم l؛ لأنَّها تنتج من تعويض t = -7 في معادلته المتجهة.

 �أجد نقطة على المستقيم، إحداثي z لها هو 25

يُمكِن كتابة معادلة المستقيم l في الصورة الآتية:

r = (-2 -3t) i + (9 + t ) j + (1 + 2t) k

مثال 6

 ⃑

1

 ⃑

2

 ⃑ ˆ ˆ ˆ
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د هذه النقطة بحلِّ   بمــا أنَّ قيمة الإحداثــي z للنقطة المطلوبة هي 25، فأجد قيمة t التــي تُحدِّ
المعادلة الآتية:

2t = 25 + 1بكتابة المعادلة

2t = 24بطرح 1 من الطرفين 

t = 12بقسمة طرفي المعادلة على 2

بتعويض t =12 في معادلة المستقيم l، ينتج:

	 r = 〈-2-3(12), 9 + 12, 1+2(12)〉

	 = 〈-38, 21, 25〉

إذن، النقطة الواقعة على المستقيم l، والإحداثي z لها هو 25، هي: (25 ,21 ,38-).

  ق من فهمي أتحقَّ

:l معادلة متجهة للمستقيم  r = 11 i + 5 j - 6 k + t(7 i - 2 j + 5 k ) :تُمثِّل

.l تقع على المستقيم (39 i - 3 j + 14 k ) أُبيِّن أنَّ النقطة التي متجه الموقع لها هو  )a 

.t = -3 :أجد متجه الموقع للنقطة التي تقع على هذا المستقيم، وتُقابلِ القيمة  )b 

 إذا كانت النقطة (v, -3v, 5v-1) تقع على المستقيم l، فما قيمة v؟ )c 

 ⃑

 ⃑ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ر  أتذكَّ

 v و ،u :يتوازى المتجهان
 k حيث ،u = k v إذا كان
 ،k ≠ 0 عدد حقيقــي، و
ويُرمَز إلى هــذا التوازي 

.u ‖ v :بالرمز

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

م  أتعلَّ

t = 12 هــي  القيمــة: 
t التــي  قيمــة المُتغيِّــر 
ينتــج مــن تعويضها في 
معادلة المســتقيم نقطةٌ، 

الإحداثي z لها هو 25.

المستقيمات المتوازية والمتقاطعة والمتخالفة

يكون المستقيمان في المستوى الإحداثي متوازيين، أو متقاطعين. 
أمّــا في الفضــاء فتوجد حالة ثالثــة، هي أنْ يكون المســتقيمان 
متخالفيــن (skew)؛ أيْ غيــر متوازيين، وغيــر متقاطعين ، مثل 

l في الشكل المجاور.
2
l، و 

1
المستقيمين: 

إذا عُلِمت معادلتا مســتقيمين في الفضــاء، فيُمكِن الجزم بتوازيهمــا إذا كان اتجاه كلٍّ منهما 
موازيًا للآخر؛ أيْ إنَّ أحدهما ينتج من ضرب الآخر في عدد حقيقي. 

l، وكانــت: r = c + u d  معادلة 
1
إذا كانــت: r = a + t b  معادلة متجهة للمســتقيم 

.b || d إذا وفقط إذا كان l
1
 ‖ l

2
 : l، فإنَّ

2
متجهة للمستقيم 

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

المستقيمات المتوازية مفهوم أساسي

 ⃑  ⃑

l
1

l
2
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الوحدة 6

إرشاد 

إذا جاء في المســألة أكثر 
من مســتقيم، فأستعمل 
رمــوزًا مختلفــةً للمُتغيِّر 

الوسيط. 

م  أتعلَّ

يُمكِن النظر إلى المعادلة: 
 r = r بوصفهــا 

0
 + t d

حركة جســم في مســار 
د  مســتقيم، بحيــث تُحدِّ
المعادلــة موقعــه فــي 
اللحظــة t. ويُمكِن النظر 
إلــى أيِّ مســتقيمين في 
الفضاء بوصفهما مساري 
ك كلٌّ  جســمين، يتحــرَّ
منهما في مسار مستقيم، 
وزمن خاص به؛ لذا، فإنَّ 
تقاطع هذين المستقيمين 
لا يعني بالضرورة اصطدام 
الجسمين أحدهما بالآخر.

 ⃑  ⃑  ⃑

l، وكانــت: 
1
إذا كانــت: r = 〈3, -3, -6〉 + t〈2, -4, 3〉  معادلــة متجهــة للمســتقيم 

l متوازيين، أو 
2
l و 

1
د إنْ كان  l، فأُحدِّ

2
r = 〈4, 7, 0〉 + u〈1, 2, 3〉 معادلة متجهة للمستقيم 

متقاطعين، أو متخالفين، ثمَّ أجد إحداثيات نقطة تقاطعهما إذا كانا متقاطعين.

l هو 〈3 ,2 ,1〉. وبما أنَّ هذين المتجهين 
2
l هو 〈3 ,4- ,2〉، واتجاه المستقيم 

1
اتجاه المستقيم 

l غير متوازيين. إذن، أبحث في تقاطع المستقيمين:
2
l و 

1
غير متوازيين، فإنَّ المستقيمين 

.l
2
l، و 

1
الخطوة 1: أُساوي r  في معادلتي المستقيمين: 

t〈2, -4, 3〉 = 〈4, 7, 0〉+u〈1, 2, 3〉+〈6- ,3- ,3〉بمساواة r في معادلتي المستقيمين

〈4+u, 7+2u, 3u〉 = 〈2t, -3-4t, -6+3t+3〉بالتبسيط

الخطوة 2: �أُســاوي الإحداثيات الثلاثــة للمتجهين على طرفي المســاواة، ثــمَّ أحُلُّ نظام 

:u  وقيمة t المعادلات الناتج لإيجاد قيمة

 x 2 + 3بمساواة الإحداثيt = 4 + u ……(1)

 y 4 - 3-بمساواة الإحداثيt = 7 + 2u ……(2)

 z 3 + 6-بمساواة الإحداثيt = 3u ……(3)

4t = 8 + 2u + 6بضرب المعادلة )1( في 2

4t = 7 + 2u - 3-المعادلة )2( 

4u + 15 = 3بجمع المعادلتين 

4u = 12-بطرح 15 من طرفي المعادلة

 u = -3بقسمة طرفي المعادلة على 4

مثال 7

 ⃑

 ⃑

 ⃑

 ⃑

l بمساواة متجهي 
2
: r = c + u d و ،l

1
 : r = a + t b :يُمكِن الحكم على تقاطع المستقيمين

 t فــي معادلتيهما، وحلِّ المعادلات الثــاث الناتجة لإيجاد قيمــة كلٍّ من المُتغيِّر r الموقع
قــت المعادلات الثلاث لقيمتــي هذين المُتغيِّرين، كان المســتقيمان  والمُتغيِّــر u. فإذا تحقَّ

متقاطعين. وإذا كان المستقيمان غير متوازيين وغير متقاطعين، فإنَّهما يكونان متخالفين.

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑
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2t = 4 -3 +3بتعويض u = -3 في المعادلة )1( 

2t = -2 بالتبسيط

 t = -1بقسمة طرفي المعادلة على 2 

ق من مساواة الطرفين: ض قيمة t وقيمة u في المعادلة )3(، ثمَّ أتحقَّ بعد ذلك أُعوِّ

t = -1, u = -3 :بتعويض	 -6 + 3(-1) = 3(-3)

	العبارة صحيحة -9 = -9  ✓

قتا المعادلات الثلاث، فإنَّ المستقيمين متقاطعان. بما أنَّ قيمة t وقيمة u حقَّ

الخطوة 3: أجد إحداثيات نقطة تقاطع المستقيمين.

 r لإيجاد متجه الموقع l
1
لإيجاد إحداثيات نقطة تقاطع المستقيمين، أستعمل معادلة المستقيم 

لنقطة التقاطع:

l
1
	معادلة المستقيم  r = 〈3, -3, -6〉 + t〈2, -4, 3〉

t = -1 بتعويض	 = 〈3, -3, -6〉 + (-1)〈2, -4, 3〉

	بالتبسيط = 〈1, 1, -9〉

 l
1
إذن، متجــه موقع نقطة تقاطع المســتقيمين هــو: 〈9- ,1 ,1〉، ونقطة تقاطع المســتقيم 

l هي: (9- ,1 ,1).
2
والمستقيم 

  ق من فهمي أتحقَّ

l، وكانت: 
1
إذا كانــت: r = 〈3, 7, -9〉 + t〈1, 11, -12〉 معادلــة متجهــة للمســتقيم 

د إنْ كان  l، فأُحــدِّ
2
r = 〈-30, -6, 30〉 + u〈4, -6, 3〉 معادلــة متجهــة للمســتقيم 

l متوازيين، أو متقاطعين، أو متخالفين، ثمَّ أجد إحداثيات نقطة تقاطعهما 
2
l، و 

1
المســتقيمان: 

إذا كانا متقاطعين.

?

 ⃑

 ⃑

 ⃑

 ⃑

م أتعلَّ

بالرغــم مــن أنَّ قيمتي 
 ،u و  ،t ـن:  المُتغيِّريـ
الناتجتيــن فــي الخطوة 
قان المعادلة  السابقة، تُحقِّ
الأولى والمعادلة الثانية، 
فإنَّه يجب تعويضهما في 
د  المعادلــة الثالثــة للتأكُّ
قانها أيضًا. وإذا  أنَّهما تُحقِّ
ق المعادلة الثالثة،  لم تتحقَّ
فإنَّ المســتقيمين يكونان 

متخالفين.

م أتعلَّ

يُمكِن إيجاد نقطة تقاطع 
المســتقيمين باستعمال 
l، والقيمــة 

2
ـة  معادلـ
.u = -3

تُستعمَل المعادلات المتجهة في كثير من المواقف الحياتية والعلمية، كما في خطوط الملاحة 
الجوية.
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الوحدة 6

ر أتذكَّ

لإيجاد اتجاه أيِّ مستقيم، 
أجــد المتجــه الواصل 
بيــن أيِّ نقطتيــن عليه، 
وذلك بطرح إحداثياتهما 

المُتناظِرة.

 مثال 8 : من الحياة  

عرض جوي: أقلعت طائرة مــن موقعٍ إحداثياته: 

(0 ,7 ,13). وفي الوقت نفســه، أقلعت طائرة 

ثانيــة من موقعٍ إحداثياتــه (0 ,5 ,2-). وبعد 

ة قصيرة في مســارين مستقيمين، أصبحت  التحليق مدَّ

الطائــرة الأولى عند الموقــع الذي إحداثياتــه: (20 ,10 ,19)، 

وأصبحت الطائرة الثانية عند الموقع الذي إحداثياته: (20 ,15 ,11-). 

هل خطّا سير الطائرتين متوازيان، أم متقاطعان، أم متخالفان؟ 

الخطوة 1: أجد اتجاه خط سير كلٍّ من الطائرتين، ومعادلته المتجهة.

اتجاه خط سير الطائرة الأولى هو:·	

〈19-13, 10-7, 20-0〉 = 〈6, 3, 20〉

إذن، المعادلة المتجهة لخط سير الطائرة الأولى هي:

r =〈13, 7, 0〉 + t〈6, 3, 20〉

اتجاه خط سير الطائرة الثانية هو:·	

〈-11-(-2), 15-5, 20-0〉 = 〈-9, 10, 20〉

إذن، المعادلة المتجهة لخط سير الطائرة الثانية هي:

r = 〈-2, 5, 0〉 + u〈-9, 10, 20〉

بما أنَّ اتجاه خط سير الطائرة الأولى لا يوازي اتجاه خط سير الطائرة الثانية، فإنَّ خطَّي سيرهما 
غير متوازيين. إذن، أبحث في تقاطع خطَّي سيرهما.

الخطوة 2: أُساوي r من معادلتي خطَّي سير الطائرتين:

〈13, 7, 0〉 + t〈6, 3, 20〉 = 〈-2, 5, 0〉 + u〈-9, 10, 20〉

〈13+6t, 7 + 3t, 20t〉 = 〈-2-9u, 5 + 10u, 20u〉

 ⃑

 ⃑

 ⃑

معلومة

يقيم ســاح الجــو الملكي 
الأردنــي فــي المناســبات 
الوطنيــة عروضًــا جويــةً، 
تُحلِّق فيها أسراب الطائرات 
المقاتلة في مسارات متوازية 

أو متخالفة. 
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الخطوة 3: �أُســاوي كل إحداثي من الطرف الأيسر مع نظيره في الطرف الأيمن، ثمَّ أحُلُّ نظام 

المعادلات الناتج.

 x 6 + 13بمساواة الإحداثيt = -2 -9u ……….(1)

 y 3 + 7بمساواة الإحداثيt = 5 + 10u ………(2)

 z 20بمساواة الإحداثيt = 20u ………(3)

 t = uبتبسيط المعادلة )3(

6u = -2 -9u + 13بتعويض t = u في )1(

 u 15- = 15بإعادة ترتيب المعادلة

u = -1بقسمة الطرفين على 15-

قان المعادلتين: )1(، و)3(. إذن، t = u = -1 تُحقِّ

ق من مساواة الطرفين:  ض قيمة t وقيمة u في المعادلة )2(، ثمَّ أتحقَّ أُعوِّ

	بتعويض u = t = -1  في )2( 7 + 3(-1) = 5 + 10(-1)

	عبارة غير صحيحة 4 = -5  ✗

ق في آنٍ معًا، فإنَّ خطَّي سير الطائرتين غير متقاطعين، وهما  بما أنَّ المعادلات الثلاث لم تتحقَّ
غير متوازيين؛ لأنَّ اتجاهيهما غير متوازيين؛ ما يعني أنَّ خطَّي سيرهما متخالفان.

  ق من فهمي أتحقَّ

عرض جوي: أقلعت طائرة من موقعٍ إحداثياته: (0 ,7 ,0). وفي الوقت نفســه، أقلعت طائرة 

ة قصيرة في مســارين مســتقيمين،  ثانية مــن موقعٍ إحداثياته: (0 ,0 ,2-). وبعد التحليق مدَّ

أصبحت الطائــرة الأولى عند الموقع الذي إحداثياته: (16 ,15 ,8)، وأصبحت الطائرة الثانية 

عند الموقع الذي إحداثياته: (48 ,24 ,22). هل خطّا ســير الطائرتين متوازيان، أم متقاطعان، 

أم متخالفان؟

?

ر أتذكَّ

لكل معادلتيــن متجهتين 
لمســتقيمين في الفضاء، 
أستعمل مُتغيِّرين مختلفين 
للتعبير عن الوسيط، مثل: 
t، وu. ويُمثِّــل كلٌّ منهما 

د موقع  الزمن الــذي يُحدِّ
ك على  الجســم المُتحــرِّ

المستقيم.

ر أتذكَّ

قيمة t السالبة تعطي نقطة 
علــى المســتقيم عكس 
بَدْءًا بالنقطة التي   v اتجاه 

.r
0
متجه الموقع لها 

 ⃑

 ⃑

ر أُفكِّ

ـت مســارات  إذا كانـ
الطائرات في عرض جوي 
مستقيمة ومتقاطعة، فهل 
د ذلــك أنَّ الطائرات  يُؤكِّ

ر إجابتي. ستصطدم؟ أُبرِّ
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ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

د إذا كان المتجهان متوازيين أم لا في كلٍّ ممّا يأتي: أُحدِّ

1    〈8, 12, 24〉, 〈15, 10, -20〉			   2    〈27, -48, -36〉, 〈9, -16, -12〉

3    〈-6, -4, 10〉, 〈-3, -1, 13〉			   4    〈12, -8, 32〉, 〈21, -14, 56〉

 �اعتمــادًا على المعلومات المعطاة في الشــكل المجاور، أُثبتِ أنَّ  5 

BEDC متوازي أضلاع.

إرشـاد: يكـون الشـكل الرباعي متوازي أضالع إذا كان فيه ضلعـان متقابلان 
متوازيان ومتطابقان.

 ،OA = 6 a, OC = 6 c OABC المجــاور،   �في متوازي الأضلاع  6 

والنقطــة T هي منتصف الضلع CB، والنقطة U  تقســم AB بنســبة 
1 : 2. إذا مُــدَّ الضلــع OA علــى اســتقامته إلى النقطــة X، حيث: 

OA = AX، فأُثبتِ أنَّ T، وU، وX تقع على استقامة واحدة.

أجد معادلة متجهة للمستقيم الذي يوازي المتجه a، ويمرُّ بنقطة متجه الموقع لها b في كلٍّ ممّا يأتي:

7    a = -7 i + j , b = 5 i + 3 j			   8    a = –3  i + 2 j –  k , b = –2 i + 8 k

9    a = 〈4, 3〉, b = 〈9, -2〉				    10    a = 〈0, -1, 3〉, b = 〈10, 3,-6〉

إرشاد: تظلُّ المعادلة المتجهة للمستقيم صحيحة في المستوى الإحداثي.

A E

D

C

B b-2 a

a-3 b

2 b

a

TC

6

B

U

AO

c

6 a

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑ ˆ ˆ  ⃑ ˆ ˆ  ⃑ ˆ ˆ ˆ  ⃑ ˆ ˆ

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑
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أجد معادلة متجهة للمستقيم المارِّ بالنقطتين في كلٍّ ممّا يأتي:

11    (10, 3, -6), (0, -1, 3)				    12    (11, -6, 9), (1, 4, 29)

13    (-30, -6, 30), (-26, -12, 23)			  14    (-2, 9, 1), (10, 5, -7)

 أجد إحداثيات نقطة تقاطع المستقيمين:  15 

.r = 〈4, 4, -7〉 + u〈-1, 3, 1〉و ،r = 〈-2, 2, -1〉 + t〈1, 2, -1〉 

د إنْ كان هذان المستقيمان متوازيين، أو  l بالنقطتين: G، وH. أُحدِّ
2
l بالنقطتين: E، وF، ويمرُّ المســتقيم 

1
يمرُّ المســتقيم 

متخالفين، أو متقاطعين، ثمَّ أجد إحداثيات نقطة التقاطع إذا كانا متقاطعين في كلٍّ ممّا يأتي: 

16    E(3, -5, -7), F(-11, 9, 14), G(8, -1, -8), H(2, 5, 1)

17    E(3, 7, -9), F(2, -4, 3), G(24, 14, -29), H(3, -21, 20)

:B(10, 5, -7) و ،A(-2, 9, 1) :بالنقطتين l يمرُّ المستقيم

.l أكتب معادلة متجهة للمستقيم  18 

 .l أُبيِّن أنَّ النقطة (13- ,2 ,19) تقع على المستقيم  19 

.l تقع على المستقيم (1, a, -1) إذا كانت النقطة a أجد قيمة  20 

.l تقع على المستقيم (-8, b, c) إذا كانت النقطة c و ،b أجد قيمة كلٍّ من  21 

.xz وتقع أيضًا في المستوى ،l أجد نقطة تقع على المستقيم  22 

 �إذا كان: m = 〈1, -2, 3〉, n = 〈-5, 4, a〉، وكان المتجــه: n + b m 3 يــوازي المتجه: 〈5 ,3- ,3〉، فأجد  23 

.bو ،a قيمة كلٍّ من

 v = a، فأجــد قيمــة كلٍّ من: a، وb، وc، علمًا بأنَّ اتجاه v في اتجاه محور y الموجب، 
⎛
⎜
⎝
 

3
-5
6

 
⎛
⎜
⎝
 + b 

⎛
⎜
⎝
 
1
4
c
 

⎛
⎜
⎝
 �إذا كان:  24 

.| v |= 34 و

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑
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متجهات الموقع للنقاط: A, B, C الواقعة على مستقيم واحد هي:

a = 2 i + p  j + q k,   b = -4 i + 13 j - k , c = 14 i + j + 5 k على الترتيب:

.q أجد قيمة�  26  					    .p أجد قيمة�  25 

.yz مع المستوى Bو ،A :أجد إحداثيات نقطة تقاطع المستقيم المارِّ بالنقطتين�  27 

 �أجد طول AC في صورة: a √14، حيث a عدد صحيح. 28 

 �A(1, 2)، وB(2, 3) نقطتان في المســتوى الإحداثي. أجد معادلة المستقيم المارِّ بهاتين النقطتين، ثمَّ أجد معادلة  29 

متجهة لهذا المستقيم، وأُقارِن بين المعادلتين.

l، ويمرُّ 
1
l يوازي المستقيم 

2
l يمرُّ بالنقطة A(-3, -1, 12) والنقطة B(-2, 0, 11)، وكان المستقيم 

1
إذا كان المستقيم 

بالنقطة C(11, 9, 12)، فأُجيب عن السؤالين الآتيين تباعًا: 

.l
2
 أجد معادلة متجهة للمستقيم  31  			  .l

1
 أجد معادلة متجهة للمستقيم  30 

إذا كانت: A(-1, -2, 1)، وB(-3, 4, -5)، وC(0, -2, 4)، فأُجيب عن السؤالين الآتيين تباعًا:

.AB التي هي نقطة منتصف M أجد إحداثيات النقطة  32 

 �إذا وقعت النقطة N على القطعة المســتقيمة  BC، وكان: | BN | = | NC | 2، فأجد معادلة متجهة للمســتقيم المارِّ  33 

.N و M بالنقطتين

 ،R(0, -8, -1) :بالنقطتين l
2
l بالنقطتيــن: Q(-2, -3, 3)، وP(-5, 2, 4)، ويمرُّ المســتقيم 

1
 �يمرُّ المســتقيم  34 

l متقاطعين، فما قيمة a؟ وما إحداثيات نقطة تقاطعهما؟
2
l والمستقيم 

1
و S(12, -23, a). إذا كان المستقيم 

S بموقعيــن، همــا: 
1
 �أقمــار صناعيــة: مَــرَّ القمــر الصناعــي  35 

 S
2
A(30, -75, 90)، وB(100, 65, 220)، ومَــرَّ القمــر الصناعــي 

د العلاقة  بموقعين، هما: C(-20, 45, 200)، وD(120, 85, 160). أُحدِّ

بين المستقيم AB والمستقيم CD من معادلتيهما.

 ⃑ ˆ ˆ ˆ  ⃑ ˆ ˆ ˆ  ⃑ ˆ ˆ ˆ

 ⃑  ⃑

↔ ↔
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 �أحُلُّ المسألة الواردة في بداية الدرس. 36 

مهارات التفكير العليا

 S ويمرُّ أيضًــا بالنقطة ،q = 〈-6, 14, -19〉 التي متجه الموقــع لها هــو Q بالنقطــة l
1
: يمرُّ المســتقيم   �تحــدٍّ 37 

l بالنقطة T(1, 9, 9)، ويوازي المســتقيم: 
2
التــي متجه الموقع لها هــو s = 〈-4, 6, -3〉، ويمــرُّ المســتقيم 

l في النقطة U، فأُثبتِ أنَّ المثلث STU متطابق 
2
l والمستقيم 

1
r = 〈0,-6, 1〉 + t〈4,7,4〉. إذا تقاطع المســتقيم 

الضلعين.

 DE تقسم M والنقطة ،DF = 8 bو ،DE = 12 a ،تبرير: في الشــكل المجاور
بنسبة 2 : 1، والنقطة N تقسم DF بنسبة 2 : 1

: FEMN شبه مُنحرِف.  أُثبتِ أنَّ 38 

 �إذا كانت مســاحة المثلث DEF تســاوي 72 وحدة مُربَّعة، فأجد مساحة  39 

.FEMN

: أجد جميع النقاط على المستقيم: r = 〈3, -2, -6〉 + t〈1, 2, 3〉  التي تبعد 29 وحدة عن نقطة الأصل.  تحدٍّ 40 

: يُمثِّل الشــكل المجاور متوازي الأضلاع UVWX. إذا كان:   �تحدٍّ 41 

 ،Wو V تقــع بين Y وكانــت النقطــة ،UV = 3 a و ،UX = 8 b

حيث: VY = 3YW، والنقطة Z تقع على المســتقيم XW، حيث: 

XZ = 4، فأُثبتِ أنَّ U، وY، وZ تقع على استقامة واحدة.
3

 XW

 ⃑

 ⃑

 ⃑

M

N

F

E

D

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑

X

W
Y

V

U

8

3 a

b

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑
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الدرس

 إيجاد الضرب القياسي لمتجهين في الفضاء.  · 	  فكرة الدرس � 

 إيجاد قياس الزاوية بين متجهين أو مستقيمين في الفضاء.  · 			 

	�أُطلِق صــاروخ من النقطــة (1 ,2 ,1)، ثــمَّ وصل بعد   مسألة اليوم � 
ثانيتين إلى النقطة (21 ,13 ,9). وفي الوقت نفسه، أُطلِق 
صاروخ آخر من النقطة (2 ,3- ,4)، ووصل بعد ثانيتين 
إلى النقطة (18 ,1 ,14). ما قياس الزاوية بين مســاري 

الصاروخين؟

الضرب القياسي للمتجهات في الفضاء

درسْـتُ في الصف العاشـر موضـوع الضرب القياسـي للمتجهـات في المسـتوى الإحداثي؛ 
ية قياسـية، ويُرمَـز إليها بالرمـز: v ∙ w، وتُقرَأ:  وهـو عمليـة جبرية بين متجهيـن، تنتج منها كمِّ

.v  dot  w

: w = 〈w، فإنَّ
1
, w

2
v = 〈v، وكان: 〈

1
, v

2
إذا كان: 〈

v · w = v
1
 w

1
 + v

2
 w

2

يُمكِــن أيضًا إيجاد الضرب القياســي لمتجهين في الفضــاء بطريقة مُشــابهِة لطريقة إيجاده 

لمتجهين في المستوى.

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

الضرب القياسي
Scalar Product  3

: v = 〈v، فإنَّ
1
, v

2
, v

3
〉, w = 〈w

1
, w

2
, w

3
إذا كان: 〈

v · w = v
1
 w

1
 + v

2
 w

2
 + v

3
 w

3

 ⃑  ⃑

الضرب القياسي في الفضاء مفهوم أساسي

 ⃑  ⃑

م أتعلَّ

لأيِّ ثلاثة متجهات: 
v , w, u، وأيِّ عدد 

: حقيقي c، فإنَّ
·  v ∙ w = w ∙ v

· � u ∙ ( v + w ) = 

u ∙ v + u ∙ w

·  c( u ∙ v )=(c u )∙ v

 ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑
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الزاوية بين متجهين في الفضاء

لإيجاد قيــاس الزاوية بيــن متجهيــن، فإنَّها تُرسَــم بحيث يكون 
للمتجهين نقطة البداية نفسها كما في الشكل المجاور.

وكما هو الحال بالنسبة إلى المتجهات في المستوى الإحداثي، فإنَّه 
يُمكِن عن طريق الضرب القياسي إيجاد قياس الزاوية θ بين المتجهين 

غير الصفريين: v، و w في الفضاء، وذلك باســتعمال العلاقة: v ∙ w = | v | | w |cos θ التي 
يُمكِن إعادة كتابتها باستعمال تعريف معكوس جيب تمام الزاوية على النحو الآتي:

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

ر أتذكَّ

ناتــج الضرب القياســي 
لمتجهين هو عدد، وليس 

متجهًا.

م أتعلَّ

الزاويــة بيــن متجهيــن 
هــي الزاويــة الصغرى 
المحصــورة بينهما عند 
بَــدْءًا بالنقطة  رســمهما 

: نفسها؛ أيْ إنَّ
.0° ≤ θ ≤ 180°

أجد ناتج الضرب القياسي للمتجهين في كلٍّ ممّا يأتي:

1   v = 5 i + 4 j + 8 k ,  w = 4 i + 3 j - 4 k

	صيغة الضرب القياسي v ∙ w = v
1
 w

1
 + v

2
 w

2
 + v

3
 w

3

	بالتعويض = 5(4) + 4(3) + 8(-4)

	بالتبسيط = 20 +12 - 32 = 0

2   a = 〈4, -6, 5〉, b = 〈3, 7, 2〉

	صيغة الضرب القياسي a ∙ b = a
1
 b

1
 + a

2
 b

2
 + a

3
 b

3

	بالتعويض = 4(3) + (-6)(7) + 5(2)

	بالتبسيط = 12 -42 + 10 = -20

  ق من فهمي أتحقَّ

أجد ناتج الضرب القياسي للمتجهين في كلٍّ ممّا يأتي:

a)   v =〈4,8,-3〉, w =〈-3,7,2〉

b)   m = -3 i +5 j – k ,  n = -12 i + 6 j – 8 k

مثال 1

 ⃑ ˆ ˆ ˆ  ⃑ ˆ ˆ ˆ

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑ ˆ ˆ ˆ  ⃑ ˆ ˆ ˆ

θ
v

w
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الوحدة 6

م  أتعلَّ

أستنتج ما يأتي من العلاقة 
المجاورة:

 ،v ∙ w < 0  �إذا كان:  ·

فإنَّ الزاوية بين المتجه 
v والمتجه w مُنفرِجة.

v

w

wv .    < 0

 ،v ∙ w > 0  �إذا كان:  ·

فإنَّ الزاوية بين المتجه 
ة. v والمتجه w حادَّ

w

v

wv .    > 0

 ،v ∙ w = 0  �إذا كان:  ·

فإنَّ الزاوية بين المتجه 
w قائمة؛  v والمتجــه 
أيْ إنَّ هذين المتجهين 

مُتعامِدان.

v

w

wv .    = 0

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

إذا كان v و w متجهين غير صفريين، فإنَّه يُمكِن إيجاد قياس الزاوية بينهما θ باســتعمال 
الصيغة الآتية:

θ = cos-1 ( v ∙ w
| v | | w |

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  )

 ⃑  ⃑

قياس الزاوية بين متجهين مفهوم أساسي

 v بين المتجه θ فأجــد قيــاس الزاويــة ،w =〈-3, 1, 4〉 :وكان ،v =〈5, -2, 1〉 :إذا كان
والمتجه w إلى أقرب عُشر درجة.

.w والمتجه ،v الخطوة 1: أجد مقدار كلٍّ من المتجه

| v | = √52 + (-2)2 + 12 = √30

| w | = √(-3)2 + 12 + 42 = √26

.v ∙ w :الخطوة 2: أجد قيمة

	صيغة الضرب القياسي v ∙ w = v
1
 w

1
 + v

2
 w

2
 + v

3
 w

3

	بالتعويض = 5(-3) + (-2)(1) + 1(4) 

	بالتبسيط = -13

ض القِيَــم الناتجة مــن الخطوتين الســابقتين في صيغة قيــاس الزاوية بين  الخطوة 3: �أُعــوِّ

المتجهين.

	صيغة قياس الزاوية بين المتجهين θ = cos-1 ( v ∙ w
| v | | w |

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  )

	بالتعويض = cos-1 ( 
-13

√30 × √26
 )

	بالتبسيط = cos-1 ( 
-13

√780
 )

	باستعمال الآلة الحاسبة ≈ 117.7˚

إذن، قياس الزاوية بين المتجهين هو: ˚117.7 تقريبًا.

مثال 2

 ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑

 ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑
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  ق من فهمي أتحقَّ

ب الناتج إلى أقرب عُشــر  أجد قياس الزاوية θ بين المتجه u والمتجه w في كلٍّ ممّا يأتي، وأُقرِّ
درجة:

a)   u = -3 i + 5 j -4 k , w = 4 i + 2 j - 3 k

b)   u = 〈2, -10, 6〉, w =〈-3, 15, -9〉

 ⃑  ⃑

 ⃑ ˆ ˆ ˆ  ⃑ ˆ ˆ ˆ

 ⃑  ⃑

الزاوية بين مستقيمين في الفضاء

ده أيُّ متجه يوازيه؛ لذا يُمكِن  تعلَّمْتُ في الدرس الســابق أنَّ اتجاه المســتقيم في الفضاء يُحدِّ
إيجاد قياس الزاوية بين مستقيمين في الفضاء عن طريق إيجاد الزاوية بين اتجاهيهما باستعمال 

الضرب القياسي للمتجهات.

 l كذلك يُمكِن إيجاد الزاوية بين المســتقيمين في الفضاء حتّى لو كانا متخالفين. فالمســتقيم
والمستقيم m في الشــكل الآتي متخالفان، ولكنْ يُمكِن إيجاد الزاوية بينهما عن طريق إيجاد 

.m الذي يُعَدُّ إزاحة للمستقيم m' واتجاه المستقيم l الزاوية بين اتجاه المستقيم

l

m
m'

θ

م  أتعلَّ

إذا تقاطع مســتقيمان غير 
مُتعامِديــن، فإنَّه ينتج من 
تان  تقاطعهما زاويتان حادَّ

ومُتقابلِتــان بالــرأس، 
وزاويتــان مُنفرِجتــان 
ومُتقابلِتــان بالــرأس. 
ويُمكِــن إيجــاد قيــاس 
ة بينهما  الزاويــة الحــادَّ
بطرح الزاويــة المُنفرِجة 

من ˚180.

ر  أتذكَّ

بمــا أنَّ v ∙ w < 0، فإنَّ 
 v الزاويــة بيــن المتجه 

والمتجه w مُنفرِجة.

 ⃑  ⃑

 ⃑

 ⃑

  r = 
⎛
⎜
⎝
 
3
3
5

 
⎛
⎜
⎝
 + u 

⎛
⎜
⎝
 
-4
9

-1
 

⎛
⎜
⎝
l، وكانت:  

1
 = r  معادلة متجهة للمستقيم 

⎛
⎜
⎝
 

6
-3
4

 
⎛
⎜
⎝
 + t 

⎛
⎜
⎝
 

8
2

-3
 

⎛
⎜
⎝
إذا كانت: 

l إلى أقرب 
2
l والمستقيم 

1
ة بين المستقيم  l، فأجد قياس الزاوية الحادَّ

2
معادلة متجهة للمستقيم 

عُشر درجة.

.l
2
l، والمستقيم 

1
د اتجاه كلٍّ من المستقيم  الخطوة 1: أُحدِّ

.w = 
⎛
⎜
⎝
 
-4
9

-1
 

⎛
⎜
⎝
l هو: 

2
 = v، واتجاه المستقيم 

⎛
⎜
⎝
 

8
2

-3
 

⎛
⎜
⎝
l هو: 

1
اتجاه المستقيم 

.v ∙ w :الخطوة 2: أجد قيمة

v ∙ w = 8(-4) + 2(9) + (-3)(-1) = -11

مثال 3

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑
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الوحدة 6

.w والمتجه ،v الخطوة 3: أجد مقدار كلٍّ من المتجه

	 | v | = √82 + 22 + (-3)2 = √77

	 | w | = √(-4)2 + 92 + (-1)2 = √98

الخطوة 4: أجد قياس الزاوية بين اتجاهي المستقيمين.

	صيغة قياس الزاوية بين متجهين θ = cos-1 ( v ∙ w
| v | | w |

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  )

	بالتعويض = cos-1 ( 
-11

√77 × √98
 )

	بالتبسيط = cos-1 ( 
-11

√7546
 )

	باستعمال الآلة الحاسبة ≈ 97.3˚

l هو: ˚97.3 تقريبًا، وقياس الزاوية 
2
l والمستقيم 

1
إذن، قياس الزاوية المُنفرِجة بين المســتقيم 

ة بينهما هو: ˚82.7 ≈ ˚97.3 - ˚180 الحادَّ

  ق من فهمي أتحقَّ

r = 
⎛
⎜
⎝
 
5
3
0

 
⎛
⎜
⎝
 + u 

⎛
⎜
⎝
 

1
0

-3
 

⎛
⎜
⎝
l، وكانت: 

1
 = r معادلة متجهة للمستقيم 

⎛
⎜
⎝
 

3
-2
1

 
⎛
⎜
⎝
 + t 

⎛
⎜
⎝
 

2
-5
-1

 
⎛
⎜
⎝
 إذا كانت: 

l إلى أقرب درجة.
2
l والمستقيم 

1
ة بين المستقيم  l، فأجد قياس الزاوية الحادَّ

2
معادلة متجهة للمستقيم 

 ⃑  ⃑

 ⃑

 ⃑

 ⃑  ⃑

إيجاد مساحة المثلث باستعمال المتجهات

إذا علمْتُ إحداثيات رؤوس مثلث في الفضاء، فيُمكِنني استعمال الضرب القياسي للمتجهات 
في إيجاد مساحته. 

لًًا متجهين يُمثِّلان ضلعين في المثلث، لهما نقطة البداية نفســها، ثمَّ أجد طولي هذين  د أوَّ أُحدِّ
الضلعين باســتعمال صيغة مقدار المتجه، ثمَّ أجد قيــاس الزاوية بينهما، عندئذٍ يُمكِنني إيجاد 
مساحة المثلث الذي عُلِم فيه طولا ضلعين، وقياس الزاوية المحصورة بينهما باستعمال قانون 

الجيب كما تعلَّمْتُ في الصف العاشر.

م أتعلَّ

ينتج من المعادلة:

θ = cos-1 ( v ∙ w

| v ||w|

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  )
: أنَّ

v ∙ w = | v || w | cos θ  ⃑  ⃑  ⃑  ⃑
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 أجد مساحة المثلث ABC الذي إحداثيات رؤوسه هي:
.A(5, 6, -2), B(2, -2, 1), C(2, -3, 6)

د متجهين لهما نقطة البداية نفسها. الخطوة 1: أُحدِّ

يُمثِّل المتجه AB والمتجه AC ضلعين في المثلث ABC كما في الشكل المجاور، ويوجد لكلا 
المتجهين نقطة البداية نفسها. أكتب هذين المتجهين بالصورة الإحداثية على النحو الآتي:

	الصورة الإحداثية للمتجه AB = 〈x
2
-x

1
, y

2
-y

1
, z

2
-z

1
〉

A(5, 6, -2), B(2, -2, 1) :بتعويض	 = 〈2-5,-2-6,1-(-2)〉

	بالتبسيط = 〈-3, -8, 3〉

A(5, 6, -2), C(2, -3, 6) :بتعويض	 AC = 〈2-5, -3-6, 6-(-2)〉

	بالتبسيط = 〈-3, -9, 8〉

.AC والمتجه ،AB الخطوة 2: أجد مقدار كلٍّ من المتجه

| AB | = √(-3)2 + (-8)2 + 32 = √82

| AC | = √(-3)2 + (-9)2 + 82 = √154

.AB ∙ AC :الخطوة 3: أجد قيمة

AB ∙ AC = -3(-3) + (-8)(-9) + 3(8) =105

مثال 4

 ⃑  ⃑

 ⃑

 ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑

 ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

مساحة المثلث ABC تساوي نصف ناتج ضرب طولي 
أيِّ ضلعين فيه مضروبًــا في جيب الزاوية المحصورة 

بينهما: 

Area = 
1

2
 bc sin A ,  Area = 

1

2
 ac sin B ,  Area = 

1

2
 ab sin C

إيجاد مساحة المثلث باستعمال قانون الجيب مراجعة المفهوم

CA

B

b

ac

م  أتعلَّ

θ

X

ZY

v w

مساحة المثلث XYZ هي:
	Area = 1

2
 |XY | | XZ | sin θ

	 = 1
2

 | v | | w | sin θ

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

θ

C(2, -3, 6)

B(2, -2, 1)A(5, 6, -2)
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الوحدة 6

ر  أُفكِّ

هل يُمكِن حساب مساحة 
هــذا المثلــث بطريقــة 

أُخرى؟

ر  أتذكَّ

البُعْد بين مستقيم ونقطة لا 
تقع عليه هو طول القطعة 
المستقيمة العمودية على 
المستقيم من تلك النقطة، 
التي تُمثِّل أقصر مســافة 

بين النقطة والمستقيم.

مسقط العمود على مستقيم من نقطة خارجه

 .P ونقطة لا تقع عليه هي ،l يُبيِّن الشكل المجاور المستقيم

عند رســم مســتقيم عمودي على l، يمرُّ بالنقطــة P، فإنَّ 
نقطة تقاطع هذا المســتقيم مع l تُســمّى مســقط العمود 
(foot of the perpendicular) مــن النقطــة P على 

المستقيم l، وهي النقطة F في الشكل المجاور. 

يُمثِّــل طول العمــود PF البُعْد بين النقطة P والمســتقيم l. ويُمكِن اســتعمال حقيقة أنَّ ناتج 
 P الضرب القياســي للمتجهين المُتعامِدين يســاوي صفرًا؛ لتحديد مسقط العمود من النقطة

.)F إحداثيات النقطة( l على المستقيم

F

P l

.AB والمتجه AC التي تُمثِّل قياس الزاوية المحصورة بين المتجه θ الخطوة 4: أجد قيمة

	صيغة قياس الزاوية بين متجهين θ = cos-1 ( 
AB ∙ AC

| AB | | AC |

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  )
	بالتعويض = cos-1 ( 

105

√82 × √154
 )

	باستعمال الآلة الحاسبة ≈ 20.9˚

الخطوة 5: أجد مساحة المثلث.

	قانون مساحة المثلث Area = 
1

2
 | AB | × | AC | sin θ

	بالتعويض = 
1

2
 √82 × √154 sin (20.9˚)

	باستعمال الآلة الحاسبة ≈ 20.0

إذن، مساحة المثلث ABC هي: 20 وحدة مُربَّعة تقريبًا.

  ق من فهمي أتحقَّ

 أجد مساحة المثلث EFG الذي إحداثيات رؤوسه هي:
.E(2, 1, -1), F(5, 1, 7), G(6, -3, 1)

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑
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 ،l معادلــة متجهة للمســتقيم r = 28 i - 10 j - 4 k + t(8 i + 3 j - 6 k ) :إذا كانــت
والنقطة P(3, -4, 2) غير واقعة على المستقيم l، فأُجيب عن السؤالين الآتيين:

.l على المستقيم P د مسقط العمود من النقطة  أُحدِّ

 P(3, -4, 2) هي مسقط العمود من النقطة F أفترض أنَّ النقطة
على المستقيم l الذي معادلته:

،r = 28i - 10 j - 4 k + t(8 i + 3 j - 6 k ) 

.v = 〈8, 3, -6〉 :واتجاهه

l واقعة على المستقيم FF(28 + 8t, -10 + 3t, -4 - 6t)

PF = 〈x
F
-x

P
, y

F
-y

P
, z

F
-z

P
〉 ⃑PF = 〈25 + 8t, -6 + 3t, -6 - 6t〉

PF ⊥ lPF ⊥ v

PF ∙ v = 0شرط تعامد متجهين 

	تعريف الضرب القياسي 8(25+8t) + 3(-6+3t) + (-6)(-6-6t) = 0

	بالتوزيع 200 + 64t - 18 + 9t + 36 + 36t = 0

	بالتبسيط 218 + 109t = 0

t بحلِّ المعادلة لـ	 t = -2

t = -2 بتعويضF(28 + 8(-2), -10 + 3(-2), -4 -6(-2))

F(12, -16, 8)بالتبسيط

.F(12, -16, 8) :هو l على المستقيم P إذن، مسقط العمود من النقطة

مثال 5

 ⃑ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

l

F

P

1

 ⃑ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

 ⃑

 ⃑

 ⃑ ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

ر أُفكِّ

إذا وقعــت النقطة P على 
l، فما مسقط  المســتقيم 
العمود من P على l؟ وما 

المسافة بين P و l؟

يُمكِن اســتعمال فكرة مسقط العمود لإيجاد أقصر مســافة في الفضاء بين أيِّ مستقيم عُلِمت 
معادلته المتجهة ونقطة لا تقع عليه عُلِمت إحداثياتها.
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الوحدة 6

م أتعلَّ

لإيجــاد المســافة بيــن 
 l والمســتقيم P النقطــة 
بعِ  أتَّ الــذي لا يمرُّ بهــا، 

الخطوتين الآتيتين: 

 F 1: أجد النقطة  الخطوة 

التي تُمثِّل مسقط العمود من 
.l على المستقيم P النقطة

الخطــوة 2: أجــد طول 
.PF

 ⃑

.l والمستقيم P أجد البُعْد بين النقطة� 

البُعْد بين النقطة P والمســتقيم l هو طول القطعة المســتقيمة من النقطة P إلى النقطة F، وهذا 
.PF يساوي مقدار المتجه

الخطوة 1: أكتب المتجه PF بالصورة الإحداثية.

t بدلالة PF المتجه	PF = 〈 25 + 8t, -6 + 3t, -6 - 6t 〉

t = -2 بتعويض	 = 〈 25 + 8(-2), -6 + 3(-2), -6 - 6(-2) 〉

	بالتبسيط = 〈 9, -12, 6 〉

.PF الخطوة 2: أجد مقدار المتجه

	صيغة مقدار المتجه | PF | = √92 + (-12)2 + 62

	بالتبسيط = √261

إذن، البُعْد بين النقطة P والمستقيم l هو: 261√ وحدة.

  ق من فهمي أتحقَّ

إذا كانت: r = 16 i + 11 j - 3 k + t(5 i + 7 j - 3 k )  معادلة متجهة للمستقيم l، والنقطة 

P(2, 0, 10 غير واقعة على المستقيم l، فأُجيب عن السؤالين الآتيين:
3

 )

.l على المستقيم P د مسقط العمود من النقطة  �أُحدِّ )a 

.l والمستقيم P أجد البُعْد بين النقطة  )b 

2

 ⃑

 ⃑

 ⃑ ⃑

 ⃑

 ⃑

 ⃑ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
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ر  أتذكَّ

 m∠AEC يشــير الرمــز
إلــى قيــاس الزاويــة 
m هو  AEC، والحــرف 

اختصار للكلمة الإنجليزية 
(measure) التي تعني 

القياس. 

استعمال المتجهات لتحديد قياسات في أشكال ثلاثية الأبعاد 

يُمكِن استعمال المتجهات لتحديد قياسات بعض الزوايا والأطوال لأضلاع تقع في مستويات 
مائلة ضمن أشكال ثلاثية البُعْد، عُلِمت إحداثيات رؤوسها. 

يظهر في الشــكل المجاور الهرم  ABCDE الذي قاعدته 
المُربَّع ABCD، وإحداثيات رؤوسه هي:

 A(1, 1, -1), B(9,-1, -3), C(9,-7, 3),

:M ومركزه النقطة ،D(1,-5, 5), E(8, 3, 7)

 أجد m∠AEC إلى أقرب عُشر درجة.

د متجهين لهما نقطة البداية نفسها، والزاوية AEC محصورة بينهما. الخطوة 1: أُحدِّ

للمتجه EA والمتجه EC نقطة البداية نفســها، والزاويــة AEC محصورة بينهما. أكتب هذين 
المتجهين بالصورة الإحداثية كما يأتي:

	الصورة الإحداثية للمتجه EA = 〈x
2
-x

1
, y

2
-y

1
, z

2
-z

1
〉

E(8, 3, 7), A(1, 1, -1) :بتعويض	 = 〈1-8,1-3,-1-7〉

	بالتبسيط =〈-7,-2,-8〉

E(8, 3, 7), C(9, -7, 3) :بتعويض	 EC = 〈9-8, -7-3, 3-7〉

	بالتبسيط = 〈1, -10, -4〉

.∠AEC الخطوة 2: أستعمل الضرب القياسي لإيجاد قياس

	·:EA ∙ EC أجد
	 EA ∙ EC = 〈-7, -2, -8〉 ∙ 〈1, -10, -4〉

	 = (-7)(1) -2(-10) -8(-4)

	 = -7 +20 + 32 = 45

	·:EC والمتجه ،EA أجد مقدار كلٍّ من المتجه
EA مقدار المتجه	 | EA | = √(-7)2 + (-2)2 + (-8)2 = √117

EC مقدار المتجه	 | EC | = √12 + (-10)2 + (-4)2 = √117

E

M C

B

A

D

مثال 6

1

 ⃑  ⃑

 ⃑

 ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑ ⃑

 ⃑ ⃑



151

الوحدة 6

	·:EC والمتجه EA أجد قياس الزاوية بين المتجه

 ) m∠AEC = cos-1	صيغة قياس الزاوية بين متجهين
EA ∙ EC

| EA | | EC |

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  )
	بتعويض الضرب القياسي، ومقدار كل متجه = cos-1 ( 

45

√117 × √117
 )

	باستعمال الآلة الحاسبة ≈ 67.4˚

.m∠AEC ≈ 67.4˚ ،إذن

 .m∠AME = 90˚ :  أُبيِّن أنَّ

 .M الخطوة 1: أجد إحداثيات

 :AC هي مركز المُربَّع؛ لذا فهي نقطة منتصف القُطْر M النقطة

	إحداثيات نقطة منتصف قطعة مستقيمة M ( 
x

1
 + x

2

2
 , 

y
1
 + y

2

2
 , 

z
1
 + z

2

2
 )

 A, C بتعويض إحداثيات	 M ( 
1 + 9

2
 , 

1 + (-7)
2

 , 
-1 + 3

2
 )

	بالتبسيط M (5, -3, 1)

د متجهين لهما نقطة البداية نفسها، والزاوية AME محصورة بينهما. الخطوة 2: أُحدِّ

للمتجه MA والمتجه ME نقطة البداية نفســها، والزاوية AME محصورة بينهما. أكتب هذين 
المتجهين بالصورة الإحداثية كما يأتي:

	 MA = 〈1-5, 1-(-3), -1-1〉 = 〈-4, 4, -2〉

	 ME = 〈8-5, 3-(-3), 7-1〉 = 〈3, 6, 6〉

.MA ∙ ME الخطوة 3: أجد

	 MA ∙ ME = 〈-4, 4, -2〉 ∙ 〈3, 6, 6〉

	 = -4(3) + 4(6) - 2(6)

	 = -12 + 24 -12 = 0	

 .m∠AME = 90˚ : : MA ∙ ME = 0، فإنَّ MA و ME مُتعامِدان؛ لذا، فإنَّ بما أنَّ

 ⃑  ⃑

2

 ⃑  ⃑

 ⃑

 ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

م أتعلَّ

 M يُمكِن إيجــاد النقطة 
بوصفها نقطــة منتصف 

القُطْر BD أيضًا.
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  ق من فهمي أتحقَّ

 أجد قياس EDB∠ في الهرم المُبيَّن في المثال السابق. )a 

 أجد حجم هذا الهرم.  )b 

ر  أتذكَّ

حجــم الهــرم يســاوي 
ثلث مســاحة قاعدته في 

ارتفاعه.

ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

أجد ناتج الضرب القياسي للمتجهين في كلٍّ ممّا يأتي:

1    u = 5 i – 4 j + 3 k , v = 7 i + 6 j -2 k			   2    u = 4 i – 8 j - 3 k , v = 12 i + 9 j -8 k

3    u = 〈-5, 9, 17〉, v = 〈4, 6, -2〉				   4    u = 〈1, -4, 12〉, v = 〈3, 10, -5〉

أجد قياس الزاوية θ بين المتجهين إلى أقرب عُشر درجة في كلٍّ ممّا يأتي:

5    m = 4 i -2 j + 5 k , n = 3 i + 4 j - 2 k			   6    v = 〈3, -2, 9〉, w = 〈5, 3, -4〉

 إذا كانت A(3, 5, -4)، وB(7, 4, -3)، وO نقطة الأصل، فأجد m∠OAB إلى أقرب درجة.  7 

l بالنقطتين: (1- ,2 ,1)، و (3 ,5- ,6). 
2
l بالنقطتين: (7 ,5 ,3-)، و (4 ,1- ,2)، ويمرُّ المستقيم 

1
 �يمرُّ المستقيم  8 

l إلى أقرب عُشر درجة.
1
l والمستقيم 

2
ة بين المستقيم  أجد قياس الزاوية الحادَّ

 �إذا كان المستقيم الذي له المعادلة المتجهة: r = 〈1, 4, -5〉 + λ〈-6, q + 5, 3〉، والمستقيم الذي له المعادلة  9 

المتجهة: r = 〈1, 4, -5〉 + μ〈5, q-6, -4〉  مُتعامِدين، فما القِيَم المُمكِنة للثابت q؟

إذا كانــت: r = 2 j -3 k + t(- i + 2 j + 5 k ) معادلة متجهة للمســتقيم l، والنقطة P(-2, 26, 5) غير واقعة على 
المستقيم l، فأُجيب عن السؤالين الآتيين تباعًا:

.l والمستقيم P أجد البُعْد بين النقطة  11  		 .l على المستقيم P د مسقط العمود من النقطة  أُحدِّ 10 

 ⃑ ˆ ˆ ˆ  ⃑ ˆ ˆ ˆ  ⃑ ˆ ˆ ˆ  ⃑ ˆ ˆ ˆ

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑ ˆ ˆ ˆ  ⃑ ˆ ˆ ˆ  ⃑  ⃑

 ⃑

 ⃑

 ⃑ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
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.AC = 〈9, 1, 4〉و ،AB = 〈4, 9, 1〉 :حيث ،ABC أجد مساحة المثلث  12 

.A(1, 3, 1), B(2, 7, -3), C(4, -5, 2) :الذي إحداثيات رؤوسه هي ABC أجد مساحة المثلث  13 

ة التي يُولِّدها حزام ناقل   �حــزام ناقل: يُمثِّل المتجــه: F = 5 i – 3 j +  k القوَّ 14 

لتحريك حقيبة في مسار مستقيم، من النقطة (1 ,1 ,1) إلى النقطة (7 ,4 ,9). 
ة بالنيوتن N، والمسافة  ة F، علمًا بأنَّ القوَّ أجد مقدار الشــغل الذي تبذله القوَّ
بالمتــر m، ومقدار الشــغل )W( المبذول بوحدة الجول )J( يســاوي ناتج 

.W = F ∙ d  :ْة في متجه الإزاحة؛ أي الضرب القياسي لمتجه القوَّ

 �إذا كانت النقطة R(27, -17, -1) والنقطة S(11, -9, 11) تقعان على المســتقيم l، وكانت النقطة Q تقع على  15 

.Q فأجد متجه الموقع للنقطة ،l عمودي على OQ حيث ،l المستقيم

إذا كانت متجهات مواقع النقاط A, B, D هي: 〈7 ,29- ,2〉 ,〈14 ,17 ,4〉 ,〈22 ,13 ,4-〉 على الترتيب، فأُجيب عن 
الأسئلة الأربعة الآتية تباعًا:

 �أجد متجه موقع النقطة C إذا كان ABCD مستطيلًًا. 17  				   .AB ⊥ AD :  �أُثبتِ أنَّ 16 

 .ABCD أجد متجه موقع مركز المستطيل�  19  			  .ABCD أجد مساحة المستطيل�  18 

l، وتُمثِّل: r = 〈2, 8, -1〉 + u〈2, 0, -3〉 معادلة 
1
تُمثِّل: r = 〈-5, 7, 1〉 + t〈3, 1, 4〉 معادلة متجهة للمســتقيم 

.l
3
l، وتُمثِّل: r = 〈3, 19, 10〉 + v〈-1, 3, 1〉 معادلة متجهة للمستقيم 

2
متجهة للمستقيم 

TF ⊥ l، فأُجيب عن 
3
l، حيث: 

3
l في النقطة T، وكانت النقطة F تقع على المستقيم 

1
l والمســتقيم 

2
إذا تقاطع المســتقيم 

السؤالين الآتيين تباعًا:

.l
3
 أجد البُعْد بين النقطة T والمستقيم  21  			   .F أجد إحداثيات النقطة  20 

إذا كانــت: r =〈5, 3, 0〉 + λ〈-1, 3, 1〉 معادلة متجهة للمســتقيم l، وكانت A(3, -2, 1)، و B(5, 3, 0)، فأُجيب 
عن السؤالين الآتيين تباعًا:

.l والمستقيم AB ة بين المستقيم  أجد قياس الزاوية الحادَّ 22 

.C أجد إحداثيات النقطة .AB = AC :حيث ،AB على المستقيم C تقع النقطة  23 

 ⃑  ⃑

 ⃑ ˆ ˆ ˆ

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑

 ⃑

↔

↔
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l الذي 
2
l، وتقع النقطة C(6, 11, 7) على المســتقيم 

1
تقع النقطة A(-7, -4, 9) والنقطة B(8, 5, 3) على المســتقيم 

:r = 〈6, 11, 7〉 + t〈-1, 3, 2〉 :معادلته

l مُتعامِدان.
2
l والمستقيم 

1
 أُبيِّن أنَّ المستقيم  25  		 .l

2
 أُبيِّن أنَّ النقطة B تقع على المستقيم  24 

.ABC أجد مساحة المثلث  27  				   .m∠ABC أجد  26 

 ،A(4, 3, -1), B(-4, 5, 2), C(6, -1, 0), D(10, 11, 19) :هرم ثلاثي. إذا كانت إحداثيات رؤوسه هي ABCD

فأُجيب عن السؤالين الآتيين تباعًا:

.E(1, 2, 1) حيث ،m∠AED = 90° :  أُثبتِ أنَّ 29  	.a √6 :في صورة ABC أجد مساحة المثلث  28 

.ABCDEFGH يظهر في الشكل المجاور المُكعَّب 
إذا كانت إحداثيات رؤوس هذا المُكعَّب هي: 

A(5, 3, 1), B(-6, 25, 23), C(16, 47, 12), D(27, p, -10),

،E(-17, 14, -21), F(-28, 36, 1), G(-6, 58, -10), H(5, 36, q) 

فأُجيب عن الأسئلة الثلاثة الآتية تباعًا:

 .ABCDEFGH ب  أجد متجه الموقع لنقطة مركز المُكعَّ 31  			  .q و ،p أجد قيمة كلٍّ من  30 

 أجد حجم هذا المُكعَّب. 32 

إذا كانت A(3, 1, -6)، و B(5, -2, 0)، و C(8, -4, -6)، فأُجيب عن الأسئلة الخمسة الآتية تباعًا:

 AC = n، حيث n عدد صحيح.
⎛
⎜
⎝
 

1
-1
0

 
⎛
⎜
⎝
 :  أُبيِّن أنَّ 33 

.cos-1 5 √2 
14

 أُبيِّن أنَّ قياس الزاوية  ACB هو  34 

.AC أكتب معادلة متجهة للمستقيم�  35 

 إذا كانت D(6, -1, p)، وعُلِم أنَّ AC, BD متقاطعان، فما قيمة p؟ 36 

 �أُبيِّن أنَّ الشكل ABCD مَعين، ثمَّ أجد طول ضلعه. 37 

إرشاد: المَعين هو متوازي أضلاع جميع أضلاعه متطابقة.

 ⃑

H

F
E

A

B C

D

G

 ⃑

↔

↔ ↔
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 أحُلُّ المسألة الواردة في بداية الدرس.   38 

مهارات التفكير العليا

 �تبريــر: إذا كانت A(3, -2, 4)، و B(1, -5, 9)، و C(-4, 7, -1)، وكانت النقطة D تقع على المســتقيم المارِّ  39 

ر إجابتي. بالنقطة A والنقطة B، وكانت الزاوية CDA قائمة، فما إحداثيات النقطة D؟ أُبرِّ

 = r معادلة متجهة 
⎛
⎜
⎝
 
-10
31

-26
 

⎛
⎜
⎝
 + u 

⎛
⎜
⎝
 

3
-6
7

 
⎛
⎜
⎝
l، وكانت: 

1
 = r معادلة متجهة للمســتقيم 

⎛
⎜
⎝
 
-8
16
1

 
⎛
⎜
⎝
 + t 

⎛
⎜
⎝
 

7
-3
-6

 
⎛
⎜
⎝
: إذا كانت:  تحدٍّ

 R والنقطة ،t = 3 :حيث ،l
1
l، وتقاطع هذان المســتقيمان في النقطة P، وكانت النقطة Q تقع على المستقيم 

2
للمســتقيم 

l، حيث: u > 3، و PQ = PR، فأُجيب عن الأسئلة الأربعة الآتية تباعًا:
2
تقع على المستقيم 

.Q والنقطة ،P أجد إحداثيات كلٍّ من النقطة  40 

.R أجد إحداثيات النقطة  41 

.cos θ = - 3
94

 :  إذا كان m∠RPQ = θ، فأُبيِّن أنَّ 42 

 �أُبيِّن أنَّ مساحة المثلث PQR هي 8827√ 2 وحدة مُربَّعة.   43 

: رُسِم متوازي المستطيلات الآتي باستعمال برمجية حاسوبية تعتمد في قياساتها على المتجهات، فكانت كالآتي: تحدٍّ

AB = (2 i + 4 j + 4 k ), AD = (–10 i + 10 j – 5 k ), AE = (–6 i – 3 j + 6 k )

E

C

G

H

F

B

D
A

 .H فأجد إحداثيات النقطة ،B(8, 3, -2) إذا كانت�  44 

بًا إلى أقرب عُشر درجة.  �أجد قياس الزاوية GAC مُقرَّ 45 

.DXC فأجد جيب تمام الزاوية ،EF نقطة منتصف الضلع X إذا كان�  46 

 ⃑  ⃑

 ⃑ ˆ ˆ ˆ  ⃑ ˆ ˆ ˆ  ⃑ ˆ ˆ ˆ
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أختار رمز الإجابة الصحيحة في كلٍّ ممّا يأتي:

 �إذا كانــت A(-3, 4, 9), B(5, -2, 3)، فإنَّ الصورة  1 

الإحداثية للمتجه AB هي:

a)   〈-2, 2, 12〉	 b)   〈8, -6, -6〉

c)   〈-1, 1, 6〉		  d)   〈-8, 6, -6〉 

 �إذا كان: v = 〈2, c, -5〉، وكان:  v | = 3 √5 |، فإنَّ  2 

c تساوي:

a)   4			   b)   -3, 5

c)   15			   d)   -4, 4

 �إذا كانــت النقاط P, Q, R تقع على اســتقامة واحدة،  3 

حيث: PQ : QR = 3 : 1، و PQ = a، فإنَّ التعبير عن 
المتجه RQ بدلالة a هو:

RQP

a)   1
3

 a			  b)   1
4

 a

c)   - 1
3

 a		  d)   - 1
4

 a

 �النقطة الواقعة على المستقيم الذي له المعادلة المتجهة:  4 

r =〈4, -2, 5〉 + t〈-2, 1, 3〉، والإحداثــي y لها 

10 هي:

a)   (18, 10, 28)	 b)   (28, 10, 35)

c)   (-8, 10, 20)	 d)   (-20, 10, 41)

 ،w = 〈-3,4,6〉 v = 〈2,-2,5〉، وكان:   �إذا كان:  5 

فإنَّ v – 2 w 3 يساوي:

a)   〈0, 2, 3〉		  b)   〈12, -14, 3〉

c)   〈13, -16, -8〉	 d)   〈-13, 16, 8〉

 �إذا كان قيــاس الزاويــة بيــن a و b هــو °60، وكان:  6 

a ∙ b = 30، وكان: a | = 10 |، فإنَّ مقدار b هو:

a)   3			   b)   5

c)   6			   d)   24

 ،v = 〈2, b, 5〉 u = 〈-4, 2, a〉، وكان:   �إذا كان:  7 

وكان: u ‖ v، فإنَّ قيمة a هي:

a)   -10		  b)   -5

c)   -1			  d)   5

  v = 
⎛
⎜
⎝
 

6
14
q

 
⎛
⎜
⎝
 = u والمتجــه: 

⎛
⎜
⎝
 

5
-6
3

 
⎛
⎜
⎝
 �إذا كان المتجــه:  8 

مُتعامِدين، فإنَّ قيمة q هي:

a)   0      b)   8      c)   10      d)   18

 �في المثلث المجاور، إذا كان:  9 

AB = 3 i - j + 2 k، وكان: 

 ،BC = -2 i + 4 j + 3 k

فأجد قياس الزاوية ABC إلى 
أقرب عُشر درجة.

 ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

C

B

A
 ⃑ ˆ ˆ ˆ

 ⃑ ˆ ˆ ˆ
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 E(2, 0, 4), F(h, 5, 1), G(3, 10, k) :إذا وقعت النقاط�  10 

على مستقيم واحد، فما قيمة كلٍّ من h، وk؟

 ،A(3, -2, 4), B(1, -5, 6), C(-4, 5, -1) إذا كانت�  11 

وكانــت النقطة D تقع على المســتقيم المــارِّ بالنقطة 
A والنقطــة B، وكانــت الزاوية CDA قائمــة، فأجد 

.D إحداثيات النقطة

 = r  معادلــة متجهــة 
⎛
⎜
⎝
 
-2
-5
9

 
⎛
⎜
⎝
 + λ 

⎛
⎜
⎝
 
-5
0
7

 
⎛
⎜
⎝
إذا كانــت: 

 = r  معادلة 
⎛
⎜
⎝
 

-3
-17

5
 

⎛
⎜
⎝
 + µ 

⎛
⎜
⎝
 

2
4

-1
 

⎛
⎜
⎝
l، وكانــت: 

1
للمســتقيم 

l، فأُجيب عن السؤالين الآتيين تباعًا:
2
متجهة للمستقيم 

.l
1
, l

2
 أجد إحداثيات نقطة تقاطع المستقيمين:  12 

.l
1
, l

2
ة بين المستقيمين:   أجد قياس الزاوية الحادَّ 13 

إذا كانت A(1, 4, –5), B(3, 0, 2), C(–4, 1, 3)، فأُجيب 
عن الأسئلة الأربعة الآتية تباعًا:

.AB أكتب معادلة متجهة للمستقيم  14 

.AC أكتب معادلة متجهة للمستقيم  15 

 :  �إذا كان قياس BAC = θ∠، فأُثبتِ أنَّ 16 

.cos θ =  58

7 √138

.ABC أجد مساحة المثلث  17 

 r = 〈3,-25, 13〉 + t〈4, 5, -1〉 :إذا كانت�  18 

معادلة متجهة للمستقيم l، وكانت النقطة V تقع على 
المستقيم l، حيث: l ⊥ OV، فما إحداثيات النقطة V؟ 

 l
2
l بالنقطتيــن: E، وF، ويمرُّ المســتقيم 

1
يمــرُّ المســتقيم 

د إنْ كان هــذان المســتقيمان  بالنقطتيــن: G، و H. أُحــدِّ
متوازييــن، أو متخالفين، أو متقاطعين، ثــمَّ أجد إحداثيات 

نقطة التقاطع إذا كانا متقاطعين في كلٍّ ممّا يأتي: 

19  � E(17, 6, 34), F(5, 9, 16), 

G(1, 21, -2), H(-13,-14, 19)  

20  � E(-3, -5, 16), F(12, 0, 1), 

G(7, 2, 11), H(1,-22, 23)

 �في الشكل الرباعي ABCD الآتي، مُدَّ AD على  21 

 .AD = 2 DE :حيث ،E استقامته ليصل إلى النقطة

إذا كان: DA = 14 b، وكان: DC = 5 a، وكان: 

AB = 15 a، فأُثبتِ أنَّ B، وC، وE تقع على استقامة 

واحدة.

E

C

B

D

5
15

14 A

a
a

b

 ⃑

 ⃑

↔

↔

 ⃑

 ⃑  ⃑  ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑



الوحدة

7
الإحصاء والاحتمالات

Statistics and Probability

ما أهمية هذه الوحدة؟

ازدادت أهميــة الإحصــاء والاحتمــالات كثيرًا في 
عصرنا الحاضر بسبب قدرة الحواســيب على تخزين بيانات 

ضخمة في عديد مــن المجالات الحياتية والعلميــة، مثل: بيانات 
مواقــع التواصل الاجتماعــي، والطب، والتجارة؛ مــا يتطلَّب تحليل 
ل إلى استنتاجات دقيقة بخصوصها. كذلك تُعَدُّ  هذه البيانات، والتوصُّ

الطرائق الإحصائية والاحتمالية أساسًا لكثير من المجالات العلمية 
الحديثــة، مثل: الذكاء الاصطناعي، وصناعــة الروبوتات؛ لمِا 

تحويه هذه المجالات من بيانات ضخمة يتعيَّن تحليلها 
بصورة مستمرة.  
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مْتُ سابقًا: تعلَّ

 �حساب التوافيق والتباديل. ✔

 �إيجــاد احتمــال حــادث ما فــي تجربة  ✔

عشوائية.

 �ماهيَّــة المُتغيِّــر العشــوائي، وتوزيعــه  ✔

الاحتمالي.

 �إيجاد التوقُّع والتباين للمُتغيِّر العشوائي. ✔

م في هذه الوحدة:  سأتعلَّ

ين.  التوزيع الهندسي، وتوزيع ذي الحدَّ ◂

 �التوقُّع لكلٍّ من التوزيع الهندســي، وتوزيع  ◂

ين. ذي الحدَّ

 خصائص منحنى التوزيع الطبيعي. ◂

 إيجاد احتمال المُتغيِّر العشوائي الطبيعي. ◂

أستعمل تدريبات )أســتعد لدراســة الوحدة( في الصفحات )34-31( من كتاب 
التمارين؛ لمراجعة هذه الموضوعات قبل البَدْء بدراسة الوحدة.
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الدرس

1
ف التوزيع الاحتمالي والتوقُّع للمُتغيِّر العشوائي الهندسي.   تعرُّ · 	  فكرة الدرس � 

ين. ف التوزيع الاحتمالي والتوقُّع والتباين للمُتغيِّر العشوائي ذي الحدَّ  تعرُّ · 			 

ين. 	�تجربة بيرنولي، التجربة الاحتمالية الهندسية، التجربة الاحتمالية ذات الحدَّ  المصطلحات � 

ب عمر على لعبة الشطرنج للفوز ببطولتها في مواجهة  	�يتدرَّ  مسألة اليوم � 
برنامج حاســوبي مُعَدٍّ لهذا الغــرض. إذا كان احتمال فوز 
عمر في كل لعبة هــو 0.25، فأجد احتمال أنْ تكون اللعبة 

ل لعبة يفوز بها منذ بَدْئه التدريب. الثالثة هي أوَّ

تجربة بيرنولي

تجربة بيرنولي (Bernoulli trial) هي تجربة عشــوائية لها أحــد ناتجين فقط، بحيث يُعبَّر 
ة واحدة  عــن أحدهما بالنجاح، ويُعبَّر عن الآخر بالفشــل. فمثلًًا، تجربة إلقــاء قطعة النقد مَرَّ
وملاحظة الوجه الظاهر تُمثِّل تجربة بيرنولي؛ لأنَّ لها أحد ناتجين: صورة، أو كتابة. وفي هذه 

التجربة، تُعَدُّ الصورة هي النجاح، والكتابة هي الفشل، أو العكس.

بوجه عام، يُمكِن النظر إلى أيِّ تجربة عشوائية بوصفها تجربة بيرنولي، بافتراض أنَّ حدثًا مُعيَّناً 
مــن الفضاء العيني للتجربة هو النجاح، بصرف النظر عن العدد الفعلي لعناصر ذلك الحدث. 
فمثلًًا، عند إلقاء حجر نرد أوجهه مُرقَّمة بالأعداد: {6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1}، يُمكِن عَدُّ هذه التجربة 
تجربة بيرنولي على أســاس أنَّ ظهور عدد أقلَّ من 4 هو النجاح، وأنَّ أيَّ عدد )ناتج( آخر هو 

الفشل.

التجربة الاحتمالية الهندسية

ل نجاح اسم  ل إلى أوَّ يُطلَق على تكرار تجربة بيرنولي عددًا من المَرّات المســتقلة حتّى التوصُّ
.(geometric probability experiment) التجربة الاحتمالية الهندسية

ر أتذكَّ

لأيِّ تجربــة عشــوائية، 
 (A) يكــون الحــادث 
والحادث (B) مســتقلين 
إذا كان وقوع أحدهما )أو 
عدم وقوعــه( لا يُؤثِّر في 
احتمال وقــوع )أو عدم 

وقوع( الآخر.

ين التوزيع الهندسي وتوزيع ذي الحدَّ
Geometric and Binomial Distributions
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الوحدة 7

ر أُفكِّ

2 من المثال 1،  في الفرع 
إذا سُحِبت الكرات الأربع 
على التوالي مع الإرجاع، 
فهــل يُمثِّل ذلــك تجربة 
احتمالية هندســية؟ أُعيد 

الحلَّ في هذه الحالة.

م أتعلَّ

بوجــه عــام، إذا كانــت 
المحــاولات مســتقلة، 
فهذا لا يعنــي بالضرورة 
ثبات احتمال النجاح في 

كل محاولة.

إذا توافرت الشــروط الأربعة الآتية في تجربة عشــوائية ما، فإنَّها تُعَــدُّ تجربة احتمالية 
هندسية:

رة.  اشتمال التجربة على محاولات مستقلة ومُتكرِّ 1

 فرز النتائج المُمكِنة في كل محاولة إلى نجاح أو فشل. 2

 ثبات احتمال النجاح في كل محاولة. 3

ل نجاح.  التوقُّف عند أوَّ 4

التجربة الاحتمالية الهندسية مفهوم أساسي

أُبيِّن إذا كانت التجربة العشوائية تُمثِّل تجربة احتمالية هندسية في كلٍّ ممّا يأتي:

ر، ثمَّ التوقُّف عند ظهور العدد 2.  إلقاء ريّان حجر نرد منتظمًا بشكل مُتكرِّ

ق الشروط الأربعة للتجربة الاحتمالية الهندسية: أبحث في تحقُّ
ر حتّى يظهر  رة )إلقاء حجر نرد منتظم بشكل مُتكرِّ  �اشتمال التجربة على محاولات مُتكرِّ 1

ة لا تُؤثِّر في نتيجة إلقائه في المَرّات  العدد 2(. وبما أنَّ نتيجة إلقاء حجر النرد في كل مَرَّ
الأخُرى، فإنَّ هذه المحاولات مستقلة.

 �فرز النتائج المُمكِنة في كل محاولة إلى ناتجين فقط، هما: النجاح )ظهور العدد 2(، أو  2

الفشل )ظهور أيِّ عدد آخر(.
. 1

6
 �ثبات احتمال النجاح في كل محاولة، وهو  3

ل نجاح )توقُّف التجربة عند ظهور العدد 2(.  التوقُّف عند أوَّ 4

إذن، تُمثِّل هذه التجربة العشوائية تجربة احتمالية هندسية.
 �سَــحْبُ هديل 4 كرات علــى التوالي من دون إرجــاع، من صندوق فيــه 5 كرات حمراء، 

و6 كرات خضراء، ثمَّ كتابة عدد الكرات الحمراء المسحوبة.

ق الشروط الأربعة للتجربة الاحتمالية الهندسية: أبحث في تحقُّ

رة )سحب 4 كرات(. وبما أنَّ نتيجة سحب كل كرة تتأثَّر  ن هذه التجربة محاولات مُتكرِّ تتضمَّ
بنتائج سحب الكرات السابقة بســبب عدم إرجاع الكرات المسحوبة إلى الصندوق، فإنَّ هذه 

المحاولات غير مستقلة.
إذن، لا تُمثِّل هذه التجربة العشوائية تجربة احتمالية هندسية.

مثال 1

1

2
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إذن، إذا كان X مُتغيِّرًا عشــوائيًّا هندسيًّا، فإنَّه يُمكِن إيجاد احتمال أنْ يأخذ X قيمة بعينها ضمن 
مجموعة قِيَمه المُمكِنة باستعمال الصيغة الآتية:

: x ∈ {1, 2, 3, …}، ويعطى التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر  إذا كان: X ∼ Geo(p)، فــإنَّ
العشوائي X بالقاعدة الآتية:

P(X = x) = p(1-p)x-1

حيث:
ل نجاح. x: عدد المحاولات وصولًًا إلى أوَّ

p: احتمال النجاح في كل محاولة.

التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي الهندسي مفهوم أساسي

  ق من فهمي أتحقَّ

أُبيِّن إذا كانت التجربة العشوائية تُمثِّل تجربة احتمالية هندسية في كلٍّ ممّا يأتي:

 إلقاء عبد العزيز قطعة نقد منتظمة 6 مَرّات، ثمَّ كتابة عدد مَرّات ظهور الصورة. )a 

ة، علمًا بأنَّ  ل مَرَّ ر نحو هدف، ثمَّ التوقُّف عند إصابته أوَّ  �إطلاق ســامية أسهمًا بشكل مُتكرِّ )b 

ة هو 0.6 احتمال إصابتها الهدف في كل مَرَّ

ر  أتذكَّ

 Bو A إذا كان الحادثــان 
مســتقلين، فــإنَّ احتمال 
حدوثهمــا معًــا هــو 
حاصل ضــرب احتمالي 

: وقوعهما؛ أيْ إنَّ
.P(A∩B) = P(A)P(B)

ر أتذكَّ

قِيَــم المُتغيِّر  يُرمَز إلــى 
العشوائي بالرمز x، ويُرمَز 
إلــى المُتغيِّر العشــوائي 

.X نفسه بالرمز

المُتغيِّر العشوائي الهندسي، وتوزيعه الاحتمالي

تعلَّمْتُ ســابقًا أنَّ المُتغيِّر العشــوائي هو مُتغيِّر تعتمد قِيَمه على نواتج تجربة عشــوائية، وأنَّ التوزيع 
الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي هو اقتران يربط كل قيمة للمُتغيِّر العشوائي باحتمال وقوعها في التجربة.

في التجربة الاحتمالية الهندســية، إذا دلَّ المُتغيِّر العشوائي X على عدد المحاولات وصولًًا إلى 
ل نجاح، فإنَّ X يُسمّى المُتغيِّر العشوائي الهندسي، ويُمكِن التعبير عنه بالرموز على النحو الآتي:  أوَّ

X ∼ Geo(p)

حيث p احتمال النجاح الثابت في كل محاولة.

 : ، فإنَّ المُتغيِّر X يأخذ القِيَم الآتية: ... ,3 ,2 ,1؛ أيْ إنَّ ومن ثَمَّ

x ∈ {1, 2, 3, …}
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الوحدة 7

م أتعلَّ

ـر  أُلاحِــظ أنَّ المُتغيّـِ
العشوائي الهندسي يأخذ 
قِيَمًا معدودةً؛ لــذا، فإنَّه 
يُســمّى مُتغيِّرًا عشــوائيًّا 

مُنفصِلًًا.

ر  أُفكِّ

لمــاذا لا يأخــذ المُتغيِّر 
العشوائي الهندسي القيمة 

x = 0؟

اتفقت ليلى وزميلاتها على ألّّا تُشارِك أيٌّ منهن في لعبة حتّى ترمي حجر نرد منتظمًا 
 X ر، ويظهر العدد 6. إذا أرادت ليلى المشاركة في اللعبة، وكان بشــكل مُتكرِّ
يُمثِّل عدد مَرّات رميها حجر النرد حتّى ظهور العدد 6، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

1   P(X = 4) 

ق الشروط الأربعة الآتية: المُتغيِّر X هو مُتغيِّر عشوائي هندسي؛ لأنَّه يُحقِّ

ر حتّى يظهر  رة )إلقاء حجر نرد منتظم بشكل مُتكرِّ  �اشتمال التجربة على محاولات مُتكرِّ 1

ة لا تُؤثِّر في نتيجة إلقائه في المَرّات  العدد 6(. وبما أنَّ نتيجة إلقاء حجر النرد في كل مَرَّ
الأخُرى، فإنَّ هذه المحاولات مستقلة.

 �فرز النتائج المُمكِنة في كل محاولة إلى ناتجين فقط، هما: النجاح )ظهور العدد 6(، أو  2

الفشل )ظهور أيِّ عدد آخر(. 

. 1
6

 �ثبات احتمال النجاح في كل محاولة، وهو  3

ل نجاح )توقُّف التجربة عند ظهور العدد 6(.  التوقُّف عند أوَّ 4

	صيغة التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي الهندسي P(X = x) = p(1-p)x-1

x = 4, p = 1
6

	بتعويض  P(X = 4) = 1
6

 (1- 1
6

 )3

	بالتبسيط = 125
1296

2   P(X ≤ 3) 

P(X ≤ 3) = P(X = 1) + P(X = 2) + P(X = 3)	احتمال الحوادث المتنافية

صيغة التوزيع الاحتمالي 
	للمُتغيِّر العشوائي الهندسي  = ( 16  ) (1- 

1
6

 )0
 + ( 1

6
 )1

 (1- 
1
6

 )1
 +( 1

6
 )1

 (1- 
1
6

 )2

	بالتبسيط = 91
216

مثال 2

ر  أتذكَّ

A وB حادثيــن  إذا كان 
متنافييــن فــي تجربــة 
عشــوائية، فــإنَّ احتمال 
وقوع أحدهما على الأقلِّ 
يساوي مجموع احتمالي 

وقوعهما:
P(A∪B)=P(A)+P(B)
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 احتمال أنْ ترمي ليلى حجر النرد أكثر من 4 مَرّات لتُشارِك في اللعبة.

: المطلوب هو إيجاد P(X > 4)، وهذا يعني أنَّ

P(X > 4) = P(X = 5) + P(X = 6) + P(X = 7) + ⋯

بما أنَّ إيجاد P(X > 4) يتطلَّب إيجاد مجموع عدد غير منتهٍ من الاحتمالات، فإنَّه يَلزم البحث 
مة الحادث: عن طريقة أُخرى لإيجاد الاحتمال، وذلك باستعمال مُتمِّ

مة P(X > 4) = 1- P(X ≤ 4)	احتمال المُتمِّ

(P(X = 1)+P(X = 2)+P(X = 3)+P(X = 4))-1 =	احتمال الحوادث المتنافية
صيغة التوزيع الاحتمالي 

1 )-1 =	للمُتغيِّر العشوائي الهندسي
6

 + 1
6

 ( 5
6

 ) + 1
6

 ( 5
6

 )2
 + 1

6
 ( 5

6
 )3

 )

0.482 ≈	باستعمال الآلة الحاسبة

طريقة بديلة:

 P(X > 4) ؛ لذا يُمكِن أيضًا حســابP(X > x) = (1 - p)x : إذا كان: X~Geo(p)، فــإنَّ
بطريقة أُخرى على النحو الآتي:

	قانون حساب P(X > x) في التوزيع الهندسي P(X > 4) = (1 - p)4

p = 1
6

	بتعويض  = (1 - 1
6

 )4

	باستعمال الآلة الحاسبة = ( 5
6

 )4
 ≈ 0.482

  ق من فهمي أتحقَّ

ــمًا إلى 4 قطاعــات متطابقة. إذا دلَّ  يُمثِّل الشــكل المجاور قرصًا مُقسَّ
ر القرص حتّى يقف عند  المُتغيِّر العشوائي X على عدد مَرّات تدوير مُؤشِّ

ة، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي: ل مَرَّ اللون الأخضر أوَّ

a)   P(X = 3)			   b)   P(X ≤ 4) 

ة. ل مَرَّ ر القرص 3 مَرّات على الأقلِّ حتّى يقف عند اللون الأخضر أوَّ  احتمال تدوير مُؤشِّ )c 

3

ر  أتذكَّ

مة  احتمــال وقــوع مُتمِّ
الحادث A هــو 1 ناقص 
:A احتمال وقوع الحادث

P( A ) = 1 - P(A)
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الوحدة 7

رموز رياضية 

يُســتعمَل كلٌّ مــن الرمز 
E(X) والرمــز μ للدلالة 

ـر  علــى توقُّــع المُتغيّـِ
.X العشوائي

م  أتعلَّ

تشــير القاعدة المجاورة 
إلــى أنَّ التوقُّــع للمُتغيِّر 
العشوائي الهندسي يساوي 
مقلــوب الاحتمال الثابت 
لجميع المحــاولات؛ أيْ 
إنَّــه إذا كان احتمال ظهور 
الصــورة عند إلقــاء قطعة 
، فإنَّه من  1

2
نقد منتظمة هو 

المُتوقَّع ظهــور الصورة 
ة بعــد إلقاء قطعة  ل مَرَّ أوَّ

تين. النقد مَرَّ

التوقُّع للمُتغيِّر العشوائي الهندسي

تعلَّمْتُ ســابقًا أنَّ التوقُّع E(X) للمُتغيِّر العشــوائي X هو الوسط الحســابي لقِيَمه الناتجة من 
تكرار التجربة نفســها عددًا كبيرًا من المَرّات )عند اقتراب العدد من ∞(، وأنَّه يساوي مجموع 

حاصل ضرب كل قيمة للمُتغيِّر X في احتمال وقوعها.

يُمكِن التعبير عن ذلك بالرموز على النحو الآتي:

E(X) = ∑ x · P(x)

إذا كان X مُتغيِّرًا عشوائيًّا هندسيًّا، فإنَّه يُمكِن إيجاد توقُّعه باستعمال الصيغة الآتية:

 X ويعطى التوقُّع للمُتغيِّر العشــوائي ،x ∈ {1, 2, 3, …} : إذا كان: X∼Geo(p)، فــإنَّ
بالقاعدة الآتية:

E(X) = 1
p

حيث p احتمال النجاح في كل محاولة.

التوقُّع للمُتغيِّر العشوائي الهندسي مفهوم أساسي

 مثال 3 : من الحياة  

صحافة: يريد مُراسِــل صحفي إجراء مقابلات مع عدد من زوّار 

مركز تجاري، وسؤالهم عن مشــاهدة آخر مباراة لكرة القدم، ثمَّ 

ل شــخص شــاهد المباراة. إذا  ــف عن ذلك عند مقابلته أوَّ التوقُّ

كان لدى المُراسِــل إحصائية تشير إلى أنَّ ما نسبته %5 من سكّان 

ع أنْ يسأله المُراسِل  المدينة قد شــاهدوا المباراة، فكم زائرًا يُتوقَّ

قبل مقابلته شخصًا شاهد المباراة؟
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م  أتعلَّ

أُلاحِــظ فــي التجربــة 
ين  الاحتمالية ذات الحدَّ
د من  وجــود عدد مُحــدَّ
المحــاولات بشــكل 
مُســبَّق، خلافًــا للتجربة 

الاحتمالية الهندسية.

ين التجربة الاحتمالية ذات الحدَّ

دًا من المَرّات المســتقلة اســم التجربة الاحتمالية  يُطلَق على تكرار تجربة بيرنولي عددًا مُحدَّ
 .(binomial probability experiment) ين ذات الحدَّ

إذا توافرت الشــروط الأربعة الآتية في تجربة عشوائية ما، فإنَّها تُعَدُّ تجربة احتمالية ذات 
ين:  حدَّ

رة.  اشتمال التجربة على محاولات مستقلة ومُتكرِّ 1

 فرز النتائج المُمكِنة في كل محاولة إلى نجاح أو فشل. 2

 ثبات احتمال النجاح في كل محاولة.  3

د من المحاولات في التجربة.  وجود عدد مُحدَّ 4

ين التجربة الاحتمالية ذات الحدَّ مفهوم أساسي

ل شــخص شاهد المباراة،  بما أنَّ مقابلة الزوّار في المركز التجاري ستســتمرُّ حتّى الالتقاء بأوَّ
ف عدد مَنْ سألهم  فإنَّه يُمكِن استعمال توقُّع المُتغيِّر العشوائي الهندسي X∼Geo(0.05) لتعرُّ

المُراسِل عن المباراة: 

	صيغة التوقُّع للمُتغيِّر العشوائي الهندسي E(X ) = 1
p

p = 0.05 بتعويض	 = 1
0.05

	بالتبسيط = 20

ل شخص شاهد المباراة. إذن، يُتوقَّع أنْ يسأل المُراسِل 19 زائرًا قبل التقائه بأوَّ

  ق من فهمي أتحقَّ

تسويق: أعلنت إحدى شركات تصنيع حبوب الفطور للأطفال عن وجود لعبة مجانية في بعض 
علب الحبوب الجديدة التي تُنتجِها الشــركة. إذا احتوت علبة من كل 4 علب على لعبة، ودلَّ 
ع أنْ  المُتغيِّر العشــوائي X على عدد العلب التي سيفتحها الطفل حتّى يجد لعبة، فكم علبةً يُتوقَّ

ل لعبة؟  يفتحها الطفل حتّى يجد أوَّ

ر  أُفكِّ

إذا افترضْتُ أنَّ المُراسِل 
 35 الصحفــي قد ســأل 
ــا منهم لم  زائــرًا، وأنَّ أيًّ
يشــاهد المبــاراة، فهل 
 5% يعني ذلك أنَّ نســبة 
غير صحيحة أو أنَّها فقط 

ر إجابتي. مصادفة؟ أُبرِّ
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الوحدة 7

ين في كلٍّ ممّا يأتي: أُبيِّن إذا كانت التجربة العشوائية تُمثِّل تجربة احتمالية ذات حدَّ

 إلقاء قطعة نقد منتظمة 5 مَرّات، ثمَّ كتابة عدد الصور التي ظهرت.

ين: ق الشروط الأربعة الآتية للتجربة الاحتمالية ذات الحدَّ أبحث في تحقُّ

رة )إلقاء قطعة نقد منتظمــة 5 مَرّات(. وبما أنَّ   �اشــتمال التجربة على محــاولات مُتكرِّ 1

ة لا تُؤثِّر في نتيجة إلقائها في المَرّات الأخُرى، فإنَّ هذه  نتيجة إلقاء قطعة النقد في كل مَرَّ
المحاولات مستقلة.

 �فرز النتائج المُمكِنة في كل محاولة إلى ناتجين فقط، هما: النجاح )ظهور الصورة(، أو  2

الفشل )ظهور الكتابة(.

 . 1
2

 �ثبات احتمال النجاح في كل محاولة، وهو  3

د من المحاولات في التجربة، هو 5.  �وجود عدد مُحدَّ 4

ين. إذن، تُمثِّل هذه التجربة العشوائية تجربة احتمالية ذات حدَّ

 إلقاء قطعتي نقد منتظمتين ومتمايزتين حتّى ظهور صورتين.

دًا من المحاولات؛ لأنَّها ستستمرُّ حتّى ظهور صورتين. لا تحوي هذه التجربة عددًا مُحدَّ

ين.  إذن، لا تُمثِّل هذه التجربة العشوائية تجربة احتمالية ذات حدَّ

  ق من فهمي أتحقَّ

ين في كلٍّ ممّا يأتي: أُبيِّن إذا كانت التجربة العشوائية تُمثِّل تجربة احتمالية ذات حدَّ

ة، ثمَّ كتابة عدد المَرّات التــي ظهر فيها العدد 1 على الوجه   �إلقــاء حجر نرد منتظم 20 مَرَّ )a 

العلوي لحجر النرد.

 �اختيار 7 طلبة عشــوائيًّا من صــف روضة فيه 15 ولدًا و10 بنات، وذلك لتشــكيل فريق  )b 

لإحدى الألعاب، ثمَّ كتابة عدد البنات اللاتي وقع عليهن الاختيار.

مثال 4

1

2 ر  أُفكِّ

تُعَــدُّ التجربــة في  هــل 
 4 الفــرع 2 مــن المثال 

ر إجابتي. هندسية؟ أُبرِّ
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م أتعلَّ

 ( nr  ) تُســتعمَل التوافيق 
لإيجــاد عــدد المَــرّات 
التــي يُمكِن بهــا اختيار 
r شــيئًا من بين n شــيئًا. 
وقد اســتُعمِلت التوافيق في 
قاعــدة احتمــال توزيع ذي 
ين لإيجاد عدد الطرائق  الحدَّ
المُمكِنة لاختيــار الأماكن 

التي حدث فيها النجاح.

: x ∈ {0, 1, 2, … , n}، ويعطــى التوزيــع الاحتمالــي  إذا كان: X ~ B(n, p)، فــإنَّ
للمُتغيِّر العشوائي X بالقاعدة الآتية:

P(X = r) = ( 
n
r  ) pr (1-p)n-r

حيث:
p: احتمال النجاح في كل محاولة.  		 n: عدد المحاولات في التجربة. 

r: عدد المحاولات الناجحة من بين n من المحاولات.

ين التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي ذي الحدَّ مفهوم أساسي

ة، أجد احتمال ظهور الصورة 5 مَرّات.  في تجربة إلقاء قطعة نقد منتظمة 15مَرَّ

ين؛ لأنَّها  ة بوصفها تجربــة احتمالية ذات حدَّ يُمكِن النظر إلى عمليــة إلقاء قطعة النقد 15 مَرَّ
د،  رة، هي إلقاء قطعة النقد، ولأنَّ عدد هذه المحاولات مُحدَّ تحوي محاولات مســتقلة ومُتكرِّ
وهو 15، ولأنَّه يُمكِن فرز النتائج المُمكِنة لكل محاولة إلى ناتجين فقط، هما: النجاح )ظهور 
 ، فإنَّ  1

2
الصورة(، أو الفشل )ظهور الكتابة(. وبما أنَّ احتمال ظهور الصورة في كل محاولة هو 

. 1
2

احتمال النجاح في كل محاولة ثابت، وهو 

  : إذا دلَّ المُتغيِّر العشوائي X على عدد مَرّات ظهور الصورة، فإنَّ

X ~ B(15 , 1
2

 )

مثال 5

1

م أتعلَّ

أُلاحِظ أنَّ المُتغيِّر العشوائي 
قِيَمًــا  يــن يأخــذ  ذا الحدَّ
معدودةً؛ لذا، فإنَّه يُســمّى 

مُتغيِّرًا عشوائيًّا مُنفصِلًًا.

ين، وتوزيعه الاحتمالي المُتغيِّر العشوائي ذو الحدَّ

ين، إذا دلَّ المُتغيِّر العشــوائي X على عدد مَرّات النجاح في  في التجربة الاحتمالية ذات الحدَّ
 X َّفإن ،p وكان احتمــال النجاح في كل محاولة هو ،n جميــع محاولات التجربة التي عددها

ين، ويُمكِن التعبير عنه بالرموز على النحو الآتي:  يُسمّى المُتغيِّر العشوائي ذا الحدَّ
X ~ B(n, p)

حيث n وp معاملا المُتغيِّر العشوائي.
 : ، فإنَّ المُتغيِّر X يأخذ القِيَم الآتية: n , ... ,2 ,1 ,0؛ أيْ إنَّ ومن ثَمَّ

x ∈ {0, 1, 2, …, n}

ين، فإنَّه يُمكِن إيجاد احتمــال أنْ يأخذ X قيمة بعينها ضمن  إذا كان X مُتغيِّــرًا عشــوائيًّا ذا حدَّ
مجموعة قِيَمه المُمكِنة باستعمال الصيغة الآتية:

م أتعلَّ

في المُتغيِّر العشوائي ذي 
ين، من المُمكِن أنَّ  الحدَّ
x = 0، وهــذا يدلُّ على 

عدم إحراز أيِّ نجاح عند 
ة. تكرار المحاولة n مَرَّ
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الوحدة 7

:P(X = 5) فإنَّ احتمال أنْ تظهر الصورة 5 مَرّات هو ، ومن ثَمَّ

ين 	صيغة التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي ذي الحدَّ P(X = r) = ( 
n
r

 ) pr (1-p)n-r

n = 15, r = 5, p = 1
2

	بتعويض  P(X = 5) = ( 
15
5

 ) ( 1
2

 )5

 ( 1
2

 )15-5

	باستعمال الآلة الحاسبة ≈ 0.0916

ة هو 0.0916 تقريبًا. إذن، احتمال ظهور الصورة 5 مَرّات عند إلقاء قطعة نقد منتظمة 15 مَرَّ

 �يتألَّف اختبــار فيزياء من 10 أســئلة، جميعها من نــوع الاختيار من 
د، ولكلٍّ منها 5 بدائل، واحدة منها فقط صحيحة. إذا أُجيب عن  مُتعــدِّ
هذه الأسئلة جميعها بصورة عشوائية، فما احتمال أنْ تكون إجابات 7 

أسئلة فقط منها صحيحة؟ 

يُمكِــن النظر إلى عملية اختيار الإجابة عن الأســئلة العشــرة بوصفها تجربــة احتمالية ذات 
رة ومستقلة، ولأنَّ عدد هذه  ين؛ لأنَّ عملية اختيار الإجابة عن كل ســؤال تُعَدُّ محاولة مُتكرِّ حدَّ
د، وهو 10، ولأنَّه يُمكِن فرز النتائج المُمكِنة لكل محاولة إلى ناتجين فقط،  المحاولات مُحدَّ
هما: النجاح )إجابة صحيحة(، أو الفشــل )إجابة غير صحيحة(. وبما أنَّ لكل سؤال 5 بدائل، 

. 1
5

فإنَّ احتمال النجاح في كل محاولة ثابت، وهو 

إذا دلَّ المُتغيِّر العشــوائي X على عدد الأســئلة التي أُجيب عنها إجابة صحيحة من الأســئلة 
  : العشرة، فإنَّ

X ~ B(10 , 1
5

 )

:P(X = 7) فإنَّ احتمال أنْ تكون إجابات 7 أسئلة فقط صحيحة هو ، ومن ثَمَّ

ين 	صيغة التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي ذي الحدَّ P(X = r) = ( 
n
r

 ) pr (1-p)n-r

n = 10, r = 7, p = 1
5

	بتعويض  P(X = 7) = ( 
10
7

 ) ( 1
5

 )7

 ( 4
5

 )10-7

	باستعمال الآلة الحاسبة ≈ 0.000786

إذن، احتمال أنْ تكون إجابات 7 أسئلة فقط صحيحة هو 0.000786 تقريبًا.

2

م  أتعلَّ

0.000786 تُعبِّر  القيمة: 
عن احتمال إجابة 7 أسئلة 
بصــورة صحيحــة عند 
الإجابة عشــوائيًّا، وهي 
ا؛ أيْ إنَّ  قيمة صغيرة جدًّ
الحظ لا يُحالفِ الطالب 

الذي يجيب عشوائيًّا.
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 �إذا كان احتمــال فوز أمل في لعبــة إلكترونية هو 0.75، ولعبت بهــذه اللعبة 10 مَرّات، فما 
احتمال أنْ تفوز فيها 8 مَرّات على الأكثر؟

ة تلعب فيها أمل تُعَدُّ  ين؛ لأنَّ كل مَرَّ يُمكِن النظر إلى هذه اللعبة بوصفها تجربة احتمالية ذات حدَّ
د، وهو 10، ولأنَّه يُمكِن فرز النتائج المُمكِنة  محاولة مستقلة، ولأنَّ عدد هذه المحاولات مُحدَّ
لكل محاولة إلى ناتجين فقط، هما: النجاح )الفوز(، أو الفشــل )الخسارة(. وبما أنَّ احتمال 

فوز أمل في كل محاولة هو 0.75، فإنَّ احتمال النجاح في كل محاولة ثابت، وهو 0.75

  : إذا دلَّ المُتغيِّر العشوائي X على عدد المَرّات التي فازت فيها أمل من المحاولات العشر، فإنَّ

X ~ B(10, 0.75)

:P(X ≤ 8) فإنَّ احتمال أنْ تفوز أمل 8 مَرّات على الأكثر هو ، ومن ثَمَّ

مة P(X ≤ 8) = 1 - P(X > 8)	احتمال المُتمِّ

(P(X = 9) + P(X = 10)) -1 =	صيغة الجمع للحوادث المتنافية

صيغة التوزيع الاحتمالي 
ين  ))-1 =	للمُتغيِّر ذي الحدَّ

10
9

 )(0.75)9(0.25)1 +( 
10
10

 )(0.75)10 (0.25)0)

0.76 ≈	باستعمال الآلة الحاسبة

إذن، احتمال أنْ تفوز أمل في اللعبة 8 مَرّات على الأكثر هو 0.76 تقريبًا.

  ق من فهمي أتحقَّ

 �ألقت عائشــة حجر نرد منتظمًا 10 مَــرّات. ما احتمال ظهور العدد 1 علــى الوجه العلوي  )a 

3 مَرّات فقط.

ا للعمليات الأساســية، والمســاواة، والفاصلة العشرية،   �تحتوي آلة حاســبة على 16 زِرًّ )b 

ة  والأعداد من 0 إلــى 9. إذا أغمض أحمد عينيه، ثمَّ ضغط علــى أزرار هذه الآلة 20 مَرَّ
بصــورة عشــوائية، فما احتمــال أنْ يضغط على أزرار العمليات الحســابية الأساســية 

3 مَرّات فقط؟

 �إذا كان احتمال نجاح عملية جراحية هو 0.8، وأجرى طبيب هذه العملية 10 مَرّات خلال  )c 

؟ عام واحد، فما احتمال أنْ تنجح 7 عمليات منها على الأقلِّ

3

ر  أُفكِّ

هــل يُمكِــن اســتعمال 

 ( في 
n
r

 ( بدلًًا من ) 
n

n-r
 (

صيغة احتمال توزيع ذي 
ر إجابتي. ين؟ أُبرِّ الحدَّ
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الوحدة 7

ين التوقُّع والتباين للمُتغيِّر العشوائي ذي الحدَّ

ين، فإنَّه يُمكِن إيجاد توقُّعه باستعمال الصيغة الآتية: إذا كان X مُتغيِّرًا عشوائيًّا ذا حدَّ

 X ويعطى التوقُّع للمُتغيِّر العشوائي ،x ∈ {0, 1, 2, … , n} : إذا كان: X∼B(n, p)، فإنَّ
بالقاعدة الآتية:

E(X ) = np
حيث:

n: عدد المحاولات في التجربة. 

p: احتمال النجاح في كل محاولة. 

ين التوقُّع للمُتغيِّر العشوائي ذي الحدَّ مفهوم أساسي

 مثال 6 : من الحياة  

طب: أُجرِيت دراســة على الآثار الجانبية الظاهرة على الأطفال بعد تناولهم دواءً جديدًا. وقد 
خلصت الدراســة إلى أنَّ %10 من الأطفــال الذين تناولوا هذا الــدواء تظهر عليهم أعراض 
ع أنْ تظهر عليه هذه الأعراض؟  جانبية. إذا أعطى طبيب  هذا الدواء لـ 50 طفلًًا، فكم طفلًًا يُتوقَّ

إذا كان X يُمثِّــل عدد الأطفال الذين تظهر عليهم الأعراض الجانبية من بين الـ 50 طفلًًا الذين 
 .X∼B(50, 0.1) : تناولوا الدواء، فإنَّ

، فإنَّه يُمكِن إيجــاد العدد المُتوقَّع من الأطفال الذين ســتظهر عليهم أعراض الدواء  ومــن ثَمَّ
الجانبية على النحو الآتي:

ين 	صيغة التوقُّع للمُتغيِّر العشوائي ذي الحدَّ E(X) = np

n = 50, p = 0.1 بتعويض	 = 50 × 0.1

	بالتبسيط = 5

إذن، يُتوقَّع أنْ تظهر الأعراض الجانبية للدواء الجديد على 5 أطفال.

  ق من فهمي أتحقَّ

ســيّارات: بعد إجراء مســح للســيّارات التي صنعتها شــركة ما، تبيَّن أنَّ في %5 منها عطلًًا 
ميكانيكيًّا. إذا استورد وكيل للشركة في إحدى الدول 1000 سيّارة، فأجد عدد السيّارات التي 

ع أنْ يظهر فيها هذا العطل. يُتوقَّ
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ة. إذا  ة، فكان عدد مَرّات ظهــور الكتابة هو 140 مَرَّ ألقــى خالد قطعة نقد غير منتظمة 200 مَرَّ
ة أُخرى، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي: ألقى خالد قطعة النقد 20 مَرَّ

ة. ع لمَرّات ظهور الكتابة عند إلقاء خالد قطعة النقد 20 مَرَّ  العدد المُتوقَّ

الخطوة 1: أجد احتمال ظهور الكتابة. 

ة، فإنَّ احتمال ظهور الكتابة عند  ة من أصل 200 مَرَّ بما أنَّ عدد مَرّات ظهور الكتابة هو 140 مَرَّ
إلقاء قطعة النقد هو:

p = 140
200

 = 0.7

الخطوة 2: أجد التوقُّع. 

ين؛ لأنَّه ناتج من  إذا دلَّ X على عدد مَرّات ظهور الكتابة، فهذا يعني أنَّه مُتغيِّر عشــوائي ذو حدَّ
رة عددها 20، ولأنَّ احتمال النجاح في كلٍّ منها ثابت، وهو 0.7: محاولات مستقلة ومُتكرِّ

ين 	صيغة التوقُّع للمُتغيِّر العشوائي ذي الحدَّ E(X ) = np

n = 20, p = 0.7 بتعويض	 = 20 × 0.7

	بالتبسيط = 14

ة. ة عند إلقاء خالد قطعة النقد 20 مَرَّ إذن، يُتوقَّع ظهور الكتابة 14 مَرَّ

مثال 7

1

ر  أتذكَّ

يُســمّى الاحتمــال فــي 
هــذا المثــال الاحتمال 
التجريبي؛ لأنَّــه احتمال 
يعتمد على عــدد مَرّات 

تكرار التجربة.

م  أتعلَّ

لا يُشترَط الحصول على 
قيمــة صحيحــة للتوقُّع؛ 
لأنَّ التوقُّع وسط حسابي، 
ولأنَّ الوسط الحسابي قد 
يكون عــددًا غير صحيح 
حتّــى لــو كانــت القِيَم 

الأصلية صحيحة.

م  أتعلَّ

أُلاحِظ أنَّه إذا كان 
: X~B(n, p)، فإنَّ

.Var(X) = (1-p)E(X)

إذا كان: X∼B(n, p)، فإنَّ التباين للمُتغيِّر العشوائي X يعطى بالقاعدة الآتية:

Var(X ) = σ2 = np(1-p)

حيث:
n: عدد المحاولات في التجربة. 

p: احتمال النجاح في كل محاولة. 

ين التباين للمُتغيِّر العشوائي ذي الحدَّ مفهوم أساسي

تعلَّمْتُ ســابقًا أنَّ تباين المُتغيِّر العشــوائي X هو مقياس لتشــتُّت قِيَم X عن وسطها الحسابي 
 .σ2 أو الرمز ،Var(X) وأنَّه يُرمَز إليه بالرمز ،E(X)

ين، فإنَّه يُمكِن إيجاد تباينه باستعمال الصيغة الآتية: ، إذا كان X مُتغيِّرًا عشوائيًّا ذا حدَّ ومن ثَمَّ

ر  أتذكَّ

	Var(X) = E(X 2)- (E(X ))2

= ∑ (x2·P(x))-(E(X ))2



173

الوحدة 7

ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

ب إجابتي إلى أقرب 3 منازل عشرية: إذا كان: X∼Geo(0.2)، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي، وأُقرِّ

1    P(X = 2)	 2    P(X = 10)	 3    P(X ≥ 3)	 4    P(2 < X ≤ 5)

5    P(X < 2)	 6    P(X ≤ 4)	 7    P(1 ≤ X < 2)	 8    P(3 ≤ X ≤ 6)

ر حتّى ظهور العدد 7. أجد احتمال   �أُلقِي حجر نرد منتظم ذو ثمانية أوجه مُرقَّمة بالأعداد من 1 إلى 8 بشــكل مُتكرِّ 9 

إلقاء حجر النرد 6 مَرّات.

رة، ثمَّ توقَّف بعد إصابته الهدف. إذا كان احتمال   �أطلق عماد رصاصة نحو هدف بصورة مُتكرِّ 10 

ة في المحاولة العاشرة؟  ل مَرَّ ة هو 0.7، فما احتمال أنْ يصيبه أوَّ إصابته الهدف في كل مَرَّ

لت العالمِة إلى أنَّ واحدة من كل 12 خنفساء   �أحياء: في دراسة لعالمِة أحياء على خنافس في إحدى الحدائق، توصَّ 11 

ل خنفســاء جسمها  لديها جســم برتقالي. إذا بدأت العالمِة جمع الخنافس عشــوائيًّا على أنْ تتوقَّف عند إيجاد أوَّ
برتقالي، فأجد احتمال أنْ تتوقَّف عن جمع الخنافس عند جمعها 20 خنفساء.

معلومة

ة  توجــد اختبــارات عِــدَّ
للخرسانة المُتصلِّبة، منها: 
اختبار مقاومــة الضغط، 
 ، ــدِّ واختبــار مقاومة الشَّ

واختبار النفاذية.

ة.  تباين عدد مَرّات ظهور الكتابة عند إلقاء خالد قطعة النقد 20 مَرَّ

ين 	صيغة التباين للمُتغيِّر العشوائي ذي الحدَّ Var(X ) = np(1-p)

n = 20, p = 0.7 بتعويض	 = 20(0.7)(0.3)

	بالتبسيط = 4.2

ة هو 4.2 إذن، تباين عدد مَرّات ظهور الكتابة عند إلقاء خالد قطعة النقد 20 مَرَّ

  ق من فهمي أتحقَّ

فحــص مُراقِب الجودة في أحد المصانع 500 عيِّنة عشــوائيًّا من الخلطات 
الخرســانية، فوجد أنَّ 10 منهــا لا تُطابقِ المواصفــات. إذا فحص مُراقِب 

الجودة 200 عيِّنة أُخرى، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

 �العــدد المُتوقَّع من العيِّنات التــي لا تُطابقِ المواصفات من الـــ 200 عيِّنة التي فحصها  )a 

مُراقِب الجودة.

 �تباين عدد العيِّنات التي لا تُطابقِ المواصفات من الـ 200 عيِّنة التي فحصها مُراقِب الجودة. )b 

2
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ر طبيب  إذا كان احتمال إصابة شــخص ما بأعراض جانبية بعد تناوله دواءً مُعيَّناً هو 0.25، وقرَّ
ل إصابة بأعراضه الجانبية، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي: إعطاء مرضاه هذا الدواء إلى حين ظهور أوَّ

 �احتمال أنْ يتوقَّف الطبيب عن إعطاء المرضى الدواء عند تناول 10 مرضى هذا الدواء.  12 

 �احتمال أنْ يزيد عدد المرضى الذين سيتناولون الدواء على 3 مرضى. 13 

ل إصابة بأعراض الدواء الجانبية.  �العدد المُتوقَّع للمرضى الذين سيتناولون الدواء إلى حين ظهور أوَّ 14 

ب إجابتي إلى أقرب 3 منازل عشرية: إذا كان: X∼B(10, 0.3)، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي، وأُقرِّ

15    P(X = 2)	 16    P(X ≥ 9)	 17    P(X ≤ 8)	 18    P(1 < X ≤ 4)

19    P(X > 1)	 20    P(X < 4)	 21    P(0 ≤ X < 3)	 22    P(3 ≤ X ≤ 6)

ع لكلٍّ من المُتغيِّرين العشوائيين الآتيين: أجد التوقُّ

23    X∼Geo(0.3)		  24    X∼Geo ( 3
7

 )

ع والتباين لكلٍّ من المُتغيِّرين العشوائيين الآتيين: أجد التوقُّ

25    X∼B(5, 0.1)		  26    X∼B(20, 3
8

 )

 في تجربة إلقاء حجر نرد منتظم 9 مَرّات، أجد احتمال ظهور عدد زوجي 5 مَرّات. 27 

طيران: يواجه الطيّــارون صعوبة في الرؤية باحتمــال 0.25 عند الهبوط 
بالطائرات في أحد المطارات خلال فصل الشــتاء بســبب سوء الأحوال 

ة في هذا المطار شتاءً، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي: الجوية. إذا هبط طيّار 20 مَرَّ

 احتمال أنْ يواجه الطيّار صعوبة في الرؤية خلال الهبوط في ثلاث مَرّات فقط.  28 

.  احتمال أنْ يواجه الطيّار صعوبة في الرؤية أثناء عملية الهبوط في ثلاث مَرّات على الأقلِّ 29 

 احتمال أنْ يواجه الطيّار صعوبة في الرؤية أثناء عملية الهبوط في المَرّات جميعها. 30 

 العدد المُتوقَّع من المَرّات التي سيواجه فيها الطيّار صعوبة في الرؤية أثناء عملية الهبوط. 31 
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.P(X ≥ 6) فأجد ،E(X ) = 1.4, Var(X ) = 1.12 :ين، وكان  إذا كان X مُتغيِّرًا عشوائيًّا ذا حدَّ 32 

.p فأجد قيمة ،E(X ) = 4
3

 إذا كان: X∼Geo(p)، وكان:  33 

.p فأجد قيمة ،P(X = 10) = P(X = 9) :وكان ،X∼B(21, p) :إذا كان  34 

في دراسة لمندوب مبيعات، تبيَّن أنَّ احتمال شراء شخص مُنتَجًا ما بعد التواصل معه هو 0.1. إذا تواصل مندوب المبيعات 
مع 10 أشخاص، وكان ثمن المُنتَج JD 10، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

.JD 80 احتمال أنْ يكون عائد المبيعات أكثر من  36   احتمال أنْ يشتري جميع الأشخاص المُنتَج.	 35 

مهارات التفكير العليا

 �أكتشف الخطأ: أرادت لانا حلَّ السؤال الآتي:  37 

رة حتّى تظهر الصورة  5 . إذا أُلقِيت قطعة النقد بصورة مُتكرِّ
11

�عند إلقاء قطعة نقد غير منتظمة، كان احتمال ظهور الصورة هو 
ة الثالثة؟�. وقد كان حلُّها على النحو الآتي: ة عند إلقاء قطعة النقد في المَرَّ ل مَرَّ ة، فما احتمال أنْ تظهر الصورة أوَّ ل مَرَّ أوَّ

	 P(X = 3) = 5
11

 (1 - 5
11

 )
3

	 = 1080
14641

✗
ر إجابتي. حه، وأُبرِّ أكتشف الخطأ في حلِّ لانا، ثمَّ أُصحِّ

ف التغذية الراجعة حيال المُنتَج.  : تُرسِل إحدى الشركات استبانة إلكترونية إلى زبائنها بعد بيعهم مُنتَجًا ما؛ لتعرُّ  �تحدٍّ 38 

ر إرسال كل اســتبانة إلى حين ردِّ الزبون. إذا كان احتمال ردِّ الزبون على الاستبانة  ولضمان ذلك، فإنَّ الشركة تُكرِّ
ة الأولى  ه عليها في المَرَّ ة الثانية عنــد عدم ردِّ ه على الاســتبانة في المَرَّ ة الأولى أكبر من 0.5، واحتمال ردِّ في المَرَّ
هو 0.21، وبافتراض أنَّ هذه المحاولات مســتقلة، فأجد توقُّع عدد الاستبانات التي ستُرسِلها الشركة إلى حين ردِّ 

الزبون، علمًا بأنَّ احتمال ردِّ الزبون على أيِّ استبانة لا يتأثَّر بعدد مَرّات إرسالها.

تبرير: إذا كان عدد الطلبة في أحد الصفوف 25 طالبًا، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي: 

 احتمال أنْ يكون طالب واحد فقط من مواليد شهر آذار. 39 

 احتمال أنْ يكون 3 طلبة فقط من مواليد شهر آذار. 40 

: إذا كان: X∼B(30, 0.1)، فأجد P(μ ≤ X < μ + σ)، حيث μ هو توقُّع المُتغيِّر العشوائي.  تحدٍّ 41 
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الدرس

2
ف منحنى التوزيع الطبيعي، وخصائصه.  تعرُّ · 	  فكرة الدرس � 

 إيجاد احتمالات المُتغيِّر العشوائي الطبيعي. · 			 

	�المنحنــى الطبيعي، القاعدة التجريبية، المُتغيِّر العشــوائي المُتَّصِل، المُتغيِّر العشــوائي المُنفصِل،   المصطلحات � 
التوزيع الطبيعي، التوزيع الطبيعي المعياري.

�إذا كان الزمــن الذي تســتغرقه الكهرباء في بطّارية هاتــف محمول قبل  	 مسألة اليوم � 
أنْ تَنفَْد تمامًا يتبع توزيعًا طبيعيًّا، وســطه الحســابي 36 ســاعة، وانحرافه 
؟ ة 27 ساعة على الأقلِّ المعياري 5 ساعات، فما احتمال أنْ تعمل البطّارية مدَّ

المنحنى الطبيعي

تعلَّمْتُ ســابقًا أنَّ البيانات العددية هي بيانات يُمكِن رصدهــا في صورة أعداد، ويُمكِن أيضًا 

ا وتنازليًّا.  قياسها، وإجراء العمليات الحسابية عليها، وترتيبها تصاعديًّ

تُصنَّف البيانات العددية إلــى نوعين، هما: البيانات المُنفصِلة، والبيانــات المُتَّصِلة. ويُمكِن 

استعمال المدرجات التكرارية لتمثيل البيانات العددية المُتَّصِلة بيانيًّا.

التوزيع الطبيعي
Normal Distribution

ر  أتذكَّ

البيانات العددية المُنفصِلة 
هي بيانات تأخذ قِيَمًا قابلةً 
، مثل: عدد الإخوة،  للعدِّ
وعدد الكتب. أمّا البيانات 
العدديــة المُتَّصِلــة فهي 
قِيَمها المُمكِنة غير  بيانات 
، لكنَّهــا قابلة  قابلــة للعدِّ
للقيــاس، مثــل: الطول، 

والكتلة.
تُبيِّـن المدرجـات التكراريـة الآتية كتل مجموعـة من الأشـخاص اختيروا عشـوائيًّا من مدينة 

ما:

50 100 150

n = 100

60 100 140

n = 1000

1601208040 60 100 140

n = 10000

1601208040
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أُلاحِــظ أنَّ زيادة حجــم العيِّنة n، وتقليــص أطوال الفئــات، يجعلان المــدرج التكراري 
أكثر تناســقًا وقربًا من المنحنى المرســوم باللــون الأحمر، الذي يُســمّى المنحنى الطبيعي 
(normal curve). يُستعمَل المنحنى الطبيعي لنمذجة البيانات العددية المُتَّصِلة التي تُختار 

عشوائيًّا في كثير من المواقف الحياتية.

ــر  بوجه عام، فإنَّ للمنحنى الطبيعي خصائص تُميِّزه عن غيره من المنحنيات الأخُرى؛ ما يُفسِّ
سبب كثرة استعماله في التطبيقات الحياتية والعلمية المختلفة.

م  أتعلَّ

يجــب أنْ يكــون عــدد 
ا لكي  البيانات كبيــرًا جدًّ
يتخذ تمثيلها البياني شكل 

المنحنى الطبيعي.

يمتاز المنحنى الطبيعي بالخصائص الآتية:
منحنى مُتَّصِل له شكل الجرس.·	
طها البيانات.·	 تطابق الوسط الحسابي والوسيط والمنوال، وتوسُّ
تماثل البيانات حول الوسط الحسابي.·	
ه.·	 اقتراب المنحنى عند طرفيه من المحور x من دون أنْ يمسَّ
المساحة الكلية أسفل المنحنى هي 1·	

خصائص المنحنى الطبيعي مفهوم أساسي

 σ والانحراف المعياري ،μ يعتمد شــكل المنحنى الطبيعي وموقعه على الوســط الحســابي
للبيانات. فمثلًًا، في الشــكل )a( التالي، يُمكِن ملاحظة أنَّ التغيُّر في الوســط الحسابي يؤدّي 
إلى انسحاب أفقي للمنحنى الطبيعي. أمّا في الشكل )b( فيُلاحَظ أنَّ زيادة الانحراف المعياري 

عًا. تجعل المنحنى الطبيعي أكثر انتشارًا وتوسُّ

-1 0 1 X2 3 4

(a) (b)

-2-4-6 0 X2 4 6

µ = 0, σ = 1
µ = 0, σ = 1

µ = 3, σ = 1

µ = 0, σ = 2

م  أتعلَّ

 (a) أُلاحِظ من الشــكل 
أنَّ زيادة الوسط الحسابي 
3 تســبَّبت في  0 إلى  من 
انســحاب المنحنى إلى 
اليميــن 3 وحدات، علمًا 
بأنَّ σ متســاوية، في حين 
أنَّ زيــادة الانحــراف 
المعيــاري مــن 1 إلى 2 
(b) أدَّت إلى  في الشكل 
ع المنحنى أفقيًّا، من  توسُّ
دون أنْ يُؤثِّــر ذلــك في 

تُمثِّل المساحة التي تقع بين قيمتين من البيانات أسفل المنحنى الطبيعي النسبة المئوية للبيانات مركز البيانات.
الواقعة بين هاتين القيمتين، ويُمكِن اســتعمال القاعــدة التجريبية (empirical rule) الآتية 

لتحديد المساحة التي تقع بين بعض القِيَم من البيانات أسفل المنحنى الطبيعي: 
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 ،μ إذا اتخذت مجموعة من البيانات شــكل المنحنى الطبيعي، وكان وســطها الحسابي
: وانحرافها المعياري σ، فإنَّ

µ -3σ µ -2σ µ +2σ µ +3σ

0.15%0.15% 2.35%2.35%

13.5%34%

99.7%

95%

68%

34%13.5%

µ -σ µ +σµ

%68 من البيانات تقريبًا تقع بين μ-σ و μ+σ؛ أيْ إنَّ %68 من البيانات لا يزيد ·	

البُعْد بينها وبين الوسط الحسابي على قيمة الانحراف المعياري.

%95 من البيانات تقريبًا تقع بين μ-2σ و μ+2σ؛ أيْ إنَّ %95 من البيانات لا يزيد ·	

البُعْد بينها وبين الوسط الحسابي على مثلي قيمة الانحراف المعياري.

%99.7 من البيانات تقريبًا تقع بين μ-3σ و μ+3σ؛ أيْ إنَّ %99.7 من البيانات ·	

لا يزيد البُعْد بينها وبين الوسط الحسابي على ثلاثة أمثال قيمة الانحراف المعياري.

القاعدة التجريبية مفهوم أساسي

إذا اتخذت علامات بعض الطلبة شــكل المنحنى الطبيعي في أحد الاختبارات، فأجد كُلًّاًّ ممّا 
يأتي: 

 النسبة المئوية للعلامات التي تقع فوق الوسط الحسابي.

بما أنَّ المنحنــى الطبيعــي مُتماثلِ حول 
الوسط الحسابي، فإنَّ %50 من العلامات 
تقع فوق الوسط الحسابي كما في الشكل 

المجاور.

مثال 1

1

µ

50%
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 �النسبة المئوية للعلامات التي لا يزيد البُعْد بينها وبين الوسط الحسابي على انحراف معياري 
واحد. 

%68 هي النســبة المئويــة للعلامات التي 

البُعْد بينها وبين الوســط الحسابي  لا يزيد 
على انحراف معياري واحد كما في الشكل 

المجاور.

 �النســبة المئوية للعلامات التي تزيد على الوســط الحســابي بمقدار لا يزيد على انحرافين 
معياريين. 

بما أنَّ %95 من المشاهدات في المنحنى 
الطبيعي تقع بيــن μ-2σ و μ+2σ، وأنَّ 
المنحنــى الطبيعي مُتماثلِ حول الوســط 
الحســابي، فــإنَّ %47.5 مــن العلامات 
تزيد على الوسط الحسابي بمقدار لا يزيد 
على انحرافين معياريين كما في الشــكل 

المجاور. 

 �النسبة المئوية للعلامات التي تزيد على الوسط الحسابي بمقدار لا يزيد على انحراف معياري 
واحد، أو تقلُّ عنه بمقدار لا يزيد على انحرافين معياريين.

بما أنَّ %47.5 من العلامات تقلُّ عن الوسط 
الحســابي بمقدار لا يزيد علــى انحرافين 
معيارييــن، وأنَّ %34 مــن العلامات تزيد 
على الوسط الحســابي بمقدار لا يزيد على 
انحــراف معياري واحد، فــإنَّ %81.5 من 
العلامات تقــع بين μ - 2σ و μ + σ كما 

في الشكل المجاور.

34%34%

µ µ + σµ - σ

2

µ µ + 2σ

47.5%

3

µ µ + σµ - 2σ

47.5% 34%

4
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  ق من فهمي أتحقَّ

إذا اتخذ التمثيل البياني لأطوال مجموعة من طلبة الصف السابع شكل المنحنى الطبيعي، فأجد 
كُلًّاًّ ممّا يأتي:

 النسبة المئوية للطلبة الذين تقع أطوالهم فوق الوسط الحسابي.  )a 

 �النســبة المئوية للطلبة الذين لا يزيد البُعْد بين أطوالهم والوســط الحسابي على انحراف  )b 

معياري واحد.
 �النســبة المئوية للطلبة الذين تقلُّ أطوالهم عن الوســط الحســابي بمقــدار لا يزيد على  )c 

انحرافين معياريين.
 �النســبة المئوية للطلبة الذين تقلُّ أطوالهم عن الوسط الحسابي بمقدار لا يزيد على ثلاثة  )d 

انحرافات معيارية، أو تزيد عليه بمقدار لا يزيد على انحرافين معياريين.

المُتغيِّر العشوائي الطبيعي، والتوزيع الطبيعي

تعلَّمْتُ سابقًا أنَّ المُتغيِّر العشوائي هو مُتغيِّر تعتمد قِيَمه على نواتج تجربة عشوائية.

 (discrete random يوجد نوعان من المُتغيِّرات العشوائية، هما: المُتغيِّر العشوائي المُنفصِل
.(continuous random variable) والمُتغيِّر العشوائي المُتَّصِل ،variable)

المُتغيِّر العشوائي المُنفصِل هو مُتغيِّر عشوائي يأخذ قِيَمًا معدودةً.·	

مثال: عدد السيّارات التي ستمرُّ أمام إحدى المدارس خلال الساعة القادمة.

876543210

المُتغيِّر العشوائي المُتَّصِل هو مُتغيِّر عشوائي يأخذ قِيَمًا مُتَّصِلةً ضمن فترة مُعيَّنة من ·	
الأعداد الحقيقية.

ل سيّارة ستمرُّ أمام إحدى المدارس خلال الساعة القادمة. مثال: سرعة أوَّ

806040200

المُتغيِّرات العشوائية المُتَّصِلة والمُنفصِلة مفهوم أساسي

م  أتعلَّ

يُعَــدُّ كلٌّ مــن المُتغيِّــر 
العشــوائي الهندســي 
والمُتغيِّر العشــوائي ذي 
ين مُتغيِّرًا عشــوائيًّا  الحدَّ
مُنفصِــاً؛ لأنَّ كُلًّاًّ منهما 
قِيَمًا معدودةً، مثل:  يأخذ 
عدد مَرّات إصابة الهدف، 

وعدد السيّارات.
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إذا ارتبــط المُتغيِّر العشــوائي المُتَّصِل X بتجربة عشــوائية اتخذ تمثيل بياناتها البياني شــكل 

المنحنى الطبيعي، فإنَّه يُســمّى مُتغيِّرًا عشــوائيًّا طبيعيًّا، ويُســمّى توزيعه الاحتمالي التوزيع 

الطبيعي )normal distribution(، ويُمكِن التعبير عنه بالرموز على النحو الآتي:

X ∼ N (μ, σ2 )

حيث:

μ: الوسط الحسابي.

σ: الانحراف المعياري.

تعلَّمْتُ في المثال السابق أنَّ المساحة الواقعة بين قيمتين من البيانات أسفل المنحنى الطبيعي 
تُمثِّل النســبة المئوية للبيانات الواقعة بين هاتين القيمتين. وبما أنَّ المســاحة أسفل المنحنى 
الطبيعي هــي 1، فإنَّه يُمكِن إيجاد احتمال بعض قِيَم المُتغيِّر العشــوائي الطبيعي باســتعمال 

القاعدة التجريبية، بافتراض أنَّ المساحة أسفل المنحنى كاملة هي احتمال الحادث الأكيد.

م  أتعلَّ

يُرمَز إلى التوزيع الطبيعي 
بالحرف N؛ وهو الحرف 
الكلمــة  مــن  ل  الأوَّ
 )Normal( الإنجليزيــة

التي تعني طبيعي.

ر  أتذكَّ

لأيِّ حادث A في الفضاء 
العيني لتجربة عشــوائية، 

.0 ≤ P(A) ≤ 1 : فإنَّ

 مثال 2 : من الحياة  

صناعــة: إذا دلَّ المُتغيِّــر العشــوائي X على طــول قُطْر برغي 

 ،X∼N(7, 0.12 ) :بالملّيمتــر( تُنتجِه آلة في مصنع، حيــث(

فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

1   P(X > 7)

بما أنَّ الوسط الحسابي هو 7، والمنحنى 
الطبيعي مُتماثلِ حول الوسط الحسابي، 
 P(X > 7) = P(X > μ) = 0.5  : فإنَّ

X7كما في الشكل المجاور.
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م  أتعلَّ

يُســتعمَل الحرف X عادةً 
للدلالــة علــى المُتغيِّــر 
العشــوائي الطبيعــي، 
 Z ويُســتعمَل الحــرف 
للدلالــة علــى المُتغيِّــر 
العشــوائي الطبيعــي 

المعياري. 

2   P(6.9 < X < 7.1)

ا واحدًا عن الوسط الحسابي. تبعد كلٌّ من القيمة 6.9 والقيمة 7.1 انحرافًا معياريًّ

بُعْدها  %68 مــن البيانات يزيــد  وبما أنَّ 
عن الوســط الحسابي بمقدار أقلَّ من قيمة 

 : الانحراف المعياري، فإنَّ

.P(6.9 < X < 7.1) =  P(μ-σ < X < μ + σ) = 0.68

  ق من فهمي أتحقَّ

صناعة: إذا دلَّ المُتغيِّر العشوائي X على طول قُطْر رأس مِثْقب )بالملّيمتر( تُنتجِه آلة في مصنع، 
حيث: X∼N(30, 0.42 )، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

a)   P(X > 30)					     b)   P(29.6 < X < 30.4) 

c)   P(29.2 < X < 30)				   d)   P(29.2 < X < 30.4)

X7 7.16.9

التوزيع الطبيعي المعياري

يُطلَق على التوزيع الطبيعي الذي وســطه الحســابي 0، وانحرافه المعياري 1، اســم التوزيع 
الطبيعــي المعيــاري (standard normal distribution)، ويُمكِن التعبيــر عن المُتغيِّر 

العشوائي الطبيعي المعياري بالرموز على النحو الآتي:   

Z ∼ N(0, 1)

يُبيِّن الشكل المجاور منحنى التوزيع الطبيعي 
المعياري المُتماثلِ حول الوسط الحسابي 0. 

تُمثِّل مســاحة المنطقة المُظلَّلة احتمال قِيَم 
Z التي  المُتغيِّر العشوائي الطبيعي المعياري 

 .P(Z ≤ z) أو ،z تقلُّ عن )أو تساوي( القيمة المعيارية

0

P(Z ≤ z)

z Z
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: إذا كان: Z∼N(0, 1)، فإنَّ

1   P(Z > z) = 1- P(Z < z)

2   P(Z < -z) = 1- P(Z < z)

0-z Z

0 z Z

إيجاد احتمال المُتغيِّر العشوائي الطبيعي المعياري مفهوم أساسي

إذن، P(Z < z) تساوي المساحة التي تقع يسار القيمة المعيارية z، وهي المساحة التي يُمكِن 
إيجادها باستعمال جدول التوزيع الطبيعي المعياري.

ل من  يُبيِّن الشكل التالي جزءًا من جدول التوزيع الطبيعي المعياري الذي يحتوي فيه العمود الأوَّ
ل على منزلة  جهة اليسار على منزلة أجزاء العشرة في قيمة z المعيارية، ويحتوي فيه الصف الأوَّ
أجــزاء المئة في قيمة z المعيارية، وتُمثِّل القيمــة المُقابلِة لكلٍّ من هاتين القيمتين في الجدول 
 .P(Z < z) المعيارية، أو z المســاحة أسفل المنحنى الطبيعي المعياري التي تقع يســار قيمة
فمثلًًا، لإيجاد المســاحة أســفل المنحنى الطبيعي المعياري التي تقع يســار z = 0.35، أجد 
ل، وهذه القيمة تســاوي  ل، و0.05 في الصف الأوَّ القيمة المُقابلِة لكلٍّ من 0.3 في العمود الأوَّ

.P(Z < 0.35)

م  أتعلَّ

عنــد اســتعمال المُتغيِّر 
 ،X العشــوائي المُتَّصِــل
فإنَّ إشــارة المســاواة لا 
تُؤثِّر فــي قيمة الاحتمال؛ 
لأنَّ المساحة )الاحتمال( 
أســفل نقطة واحدة على 
المنحنــى هــي صفــر. 

فمثلًًا:
.P(X ≤ x) = P(X < x)

جدول التوزيع الطبيعي المعياري

0.35

0.6368

Z

ملحوظة: توجد نسخة كاملة من جدول التوزيع الطبيعي المعياري في المُلحَق المُرفَق بنهاية الكتاب.

يُبيِّن الجدول السابق احتمال القِيَم التي تقلُّ عن )أو تساوي( القيمة المعيارية z، ويُمكِن أيضًا 
اســتعمال الخصائص الأساســية للتوزيع الطبيعي لإيجاد قِيَم الاحتمال لحالات مختلفة كما 

يأتي:
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3   P(Z > -z) = P(Z < z)

4   P(z
1
 < Z < z

2
 ) = P(Z < z

2
 ) - P(Z < z

1 
)

0 z
1

z
2 Z

0-z Z

إيجاد احتمال المُتغيِّر العشوائي الطبيعي المعياري )تابع( مفهوم أساسي

م  أتعلَّ

أُلاحِظ أنَّ جدول التوزيع 
الطبيعي المعياري يحوي 
 z قِيَم  احتمالات تُقابـِـل 
الموجبــة فقط؛ لذا يجب 
ل أيَّ قيمة ســالبة  أنْ أُحوِّ
للمُتغيِّر z إلى قيمة موجبة 
ن من استعمال  حتّى أتمكَّ

الجدول.

أجد كُلًّاًّ ممّا يأتي باستعمال جدول التوزيع الطبيعي المعياري:

1   P(Z < 2.13)

	باستعمال الجدول P(Z < 2.13) = 0.9834

2   P(Z > 0.25)

	باستعمال الخصائص P(Z > 0.25) = 1 - P(Z < 0.25)

	باستعمال الجدول = 1 - 0.5987

	بالتبسيط = 0.4013

3   P(Z < -1.75)

P(Z < -1.75) = 1- P(Z < 1.75)باستعمال الخصائص

0.9599 -1 =باستعمال الجدول

0.0401 =بالتبسيط

مثال 3
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4   P(Z > -2.01)

P(Z > -2.01) = P(Z < 2.01)باستعمال الخصائص

0.9778 =باستعمال الجدول

5   P(-1.1 < Z < 2.34)

	باستعمال الخصائص P(-1.1< Z <2.34) = P(Z < 2.34) - P(Z < -1.1)

	باستعمال الخصائص = P(Z < 2.34) - (1-P(Z < 1.1))

	باستعمال الجدول = 0.9904 - (1-0.8643)

	بالتبسيط = 0.8547

  ق من فهمي أتحقَّ

أجد كُلًّاًّ ممّا يأتي باستعمال جدول التوزيع الطبيعي المعياري:

a)   P(Z < 1.5)				   b)   P(Z > 0.61)

c)   P(Z < -0.43)			   d)   P(Z > -3.23)

e)   P(-1.4 < Z < 2.07)

إيجاد احتمال المُتغيِّر العشوائي الطبيعي )غير المعياري(

دة،  تعلَّمْــتُ في المثال 2 إيجاد احتمالات مُتغيِّرات عشــوائية طبيعية غيــر معيارية لقِيَم مُحدَّ
مثل P(X < μ - σ)، باســتعمال القاعدة التجريبية، وتعلَّمْتُ في المثال 3 إيجاد احتمالات 
المُتغيِّر العشوائي الطبيعي المعياري باستعمال الجدول. والآن سأتعلَّم إيجاد احتمال أيِّ مُتغيِّر 
عشــوائي طبيعي غير معياري X∼N(μ , σ2 ) لأيِّ قيمة، وذلك بتحويله إلى مُتغيِّر عشــوائي 

طبيعي معياري. 

إنَّ طرح الوسط الحسابي من جميع قِيَم المُتغيِّر العشوائي الطبيعي يجعل قيمة الوسط الحسابي 
0 بدلًًا من μ، وإنَّ قسمتها جميعًا على الانحراف المعياري تجعل قيمة الانحراف المعياري 1 

ا.  بدلًًا من σ، وبذلك يصبح منحنى التوزيع الطبيعي معياريًّ
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:z إلى قِيَم معيارية x يُمكِن استعمال الصيغة الآتية لتحويل قِيَم التوزيع الطبيعي

z = 
x - μ

σ
 

بطرح الوسط الحســابي من قيمة x، ثمَّ 
القسمة على الانحراف المعياري.

ل المُتغيِّر العشــوائي X∼N(μ , σ2 ) إلى Z∼N(0, 1)، عندئذٍ يُمكِن استعمال  وبذلك يتحوَّ
الجدول لإيجاد احتمال أيٍّ من قِيَمه.

µ x 0

Z∼N(0, 1)X∼N(µ , σ2)

منحنى توزيع
منحنى توزيع طبيعيطبيعي معياري

z = 
x - µ

σ

المساحتان متساويتان

إذا كان: X∼N(15, 42 )، فأجــد كل احتمال ممّا يأتي باســتعمال جــدول التوزيع الطبيعي 
المعياري:

1   P(X < 25)

z صيغة قِيَم	 P(X < 25) = P(Z < 
25 - μ

σ
 )

μ = 15, σ = 4 بتعويض	 = P(Z < 
25 - 15

4
 )

	بالتبسيط = P(Z < 2.5)

	باستعمال الجدول = 0.9938

مثال 4

ر  أتذكَّ

يؤدّي التغيُّر في الوســط 
الحســابي إلى انسحاب 
أفقــي لمنحنــى التوزيع 
الطبيعي. أمّــا التغيُّر في 
الانحــراف المعيــاري 
فيُؤثِّر في انتشار المنحنى 

عه. الطبيعي وتوسُّ

م  أتعلَّ

z التي  القيمة المعياريــة 
x = 25 في هذه  تُقابـِـل 

الحالة هي 2.5
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2   P(X > 9)

z صيغة قِيَم	 P(X > 9) = P(Z > 
9 - μ

σ
 )

μ = 15, σ = 4 بتعويض	 = P(Z > 
9 - 15

4
 )

	بالتبسيط = P(Z > -1.5) 

	باستعمال الخصائص = P(Z < 1.5) 

	باستعمال الجدول = 0.9332

  ق من فهمي أتحقَّ

إذا كان: X∼N(7, 32 )، فأجد كل احتمال ممّا يأتي باستعمال جدول التوزيع الطبيعي المعياري:

a)   P(X < -2)			  b)   P(X > 10)		    c)   P(4 < X ≤ 13)

 مثال 5 : من الحياة  

لت دراســة إلى أنَّ أطوال الرجال في سِــنِّ العشــرين تتبع توزيعًا طبيعيًّا، وسطه  أطوال: توصَّ
الحسابي cm 177، وانحرافه المعياري cm 7. إذا اختير رجل عشوائيًّا، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي: 

170 cm احتمال أنْ يكون طول الرجل أقلَّ من 
أفترض أنَّ المُتغيِّر العشوائي X يدلُّ على طول الرجل:

z صيغة قِيَم	 P(X < 170) = P(Z < 
170 - μ

σ
 )

μ = 177, σ = 7 بتعويض	 = P(Z < 
170 - 177

7
 )

	بالتبسيط = P(Z < -1)

	باستعمال الخصائص = 1 - P(Z < 1)

	باستعمال الجدول = 1- 0.8413

	بالتبسيط = 0.1587

191 cm احتمال أنْ يكون طول الرجل أكثر من 

z صيغة قِيَم	 P(X > 191) = P(Z > 
191 - μ

σ
 )

μ = 177, σ = 7 بتعويض	 = P(Z > 
191 - 177

7
 )

1

2

م  أتعلَّ

ب  x - μ ، أُقرِّ
σ عند إيجاد 

الإجابة إلى أقرب منزلتين 
ن من  عشــريتين؛ لأتمكَّ
استعمال جدول التوزيع 

الطبيعي المعياري.
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معلومة 

ط أطوال النساء  يبلغ مُتوسِّ
158.8 cm في الأردن

	بالتبسيط = P(Z > 2)

	باستعمال الخصائص = 1 - P(Z < 2)

	باستعمال الجدول = 1- 0.9772

	بالتبسيط = 0.0228

  ق من فهمي أتحقَّ

لت دراســة إلى أنَّ أطوال النســاء فــي إحدى المدن تتبع توزيعًا طبيعيًّا، وســطه  أطوال: توصَّ
الحسابي cm 165، وانحرافه المعياري cm 5. إذا اختيرت امرأة عشوائيًّا، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي: 

162 cm احتمال أنْ يكون طول المرأة أقلَّ من  )a 

171 cm احتمال أنْ يكون طول المرأة أكثر من  )b 

171 cm 162 و cm احتمال أنْ يكون طول المرأة بين  )c 

إيجاد قيمة المُتغيِّر العشوائي إذا عُلمِ الاحتمال

تعلَّمْتُ في المثال الســابق إيجاد احتمال مُتغيِّر عشــوائي طبيعي )غير معياري(، ولكنَّ الاحتمــال قد يكون معلومًا في بعض 
الأحيان، وتكون قيمة المُتغيِّر العشــوائي X هي المجهولة. وفي هذه الحالة، يُمكِن استعمال جدول التوزيع الطبيعي المعياري 

 = z لتحديد قيمة x التي تُقابلِ القيمة 
x - μ

σ
ق الاحتمال، ثمَّ استعمال الصيغة:  بطريقة عكســية، وذلك بإيجاد قيمة z التي تُحقِّ

.z المعيارية

إذا كان: X∼N(5, 32 )، فأجد قيمة x التي تُحقِّق الاحتمال المعطى في كلٍّ ممّا يأتي:

1   P(X < x) = 0.7517

أُلاحِظ أنَّ الاحتمال المعطى يُمثِّل المساحة التي تقع يسار القيمة x أسفل 
منحنى التوزيع الطبيعي. وبما أنَّ قيمة الاحتمال أكثر من 0.5، فإنَّ القيمة 

.z هي قيمة موجبة، ولتكن x المعيارية المُرتبطِة بقيمة

يُمثِّل الاحتمال المســاحة التي تقع يســار القيمة z أسفل منحنى التوزيع 
الطبيعي المعياري كما في الشكل المجاور.

مثال 6

0 z Z

P(Z < z) = 0.7517 
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باع الخطوتين الآتيتين:  ، يُمكِن إيجاد قيمة x باتِّ ومن ثَمَّ

ق الاحتمال. الخطوة 1: أجد قيمة z التي تُحقِّ

بالرجوع إلى جدول التوزيع الطبيعي المعياري، أجد أنَّ قيمة z التي تُقابلِ الاحتمال 0.7517 هي 0.68:

جدول التوزيع الطبيعي المعياريجدول التوزيع الطبيعي المعياري

الخطوة 2: أجد قيمة x التي تُقابلِ القيمة المعيارية.

z صيغة قِيَم	 z = 
x - μ

σ

μ = 5, σ = 3, z = 0.68 بتعويض	 0.68 = 
x - 5

3

x بحلِّ المعادلة لـ	 x = 7.04

ق P(X < x) = 0.7517 هي 7.04 إذن، قيمة x التي تُحقِّ

2   P(X < x) = 0.25

أُلاحِظ أنَّ الاحتمال المعطى يُمثِّل المســاحة التي تقع يســار القيمة x على منحنى التوزيــع الطبيعي. وبما أنَّ قيمة 
.-z هي قيمة سالبة، ولتكن x الاحتمال أقلُّ من 0.5، فإنَّ القيمة المعيارية المُرتبطِة بقيمة

يُمثِّل الاحتمال المساحة التي تقع يسار القيمة (z-) أسفل منحنى التوزيع 
الطبيعي المعياري كما في الشكل المجاور.

باع الخطوتين الآتيتين: ، يُمكِن إيجاد قيمة x باتِّ ومن ثَمَّ

ق الاحتمال. الخطوة 1: أجد قيمة z التي تُحقِّ

	باستعمال الخصائص P(Z < -z) = 1 - P(Z < z)

P(Z < -z) = 0.25 بتعويض	 0.25 = 1 - P(Z < z)

P(Z < z) بحلِّ المعادلة لـ	 P(Z < z) = 0.75

0-z Z

P(Z < -z) = 0.25
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بالرجــوع إلى جدول التوزيع الطبيعي المعياري، أجد أنَّ القيمة الدقيقة للاحتمــال 0.7500 غير موجودة؛ لذا أختار أقرب 
قيمة أقلَّ منها، وهي 0.7486

، فإنَّ قيمة z التي تُقابلِ الاحتمال هي 0.67 كما في الجدول الآتي: ومن ثَمَّ

جدول التوزيع الطبيعي المعياري

.z التي تُقابلِ القيمة المعيارية x الخطوة 2: أجد قيمة

:-z = -0.67 ض بما أنَّ قيمة z المُرتبطِة بقيمة x سالبة، فإنَّني أُعوِّ

z صيغة قِيَم	 -z = 
x - μ

σ

μ = 5, σ = 3 بتعويض	 -0.67 = 
x - 5

3

x بحلِّ المعادلة لـ	 x = 2.99

ق P(X < x) = 0.25 هي 2.99 إذن، قيمة x التي تُحقِّ

3   P(X > x) = 0.8438

أُلاحِظ أنَّ الاحتمال المعطى يُمثِّل المســاحة التي تقع يمين القيمة x أســفل منحنــى التوزيع الطبيعي. وبما أنَّ قيمة 
.-z هي قيمة سالبة، ولتكن x الاحتمال أكثر من 0.5، فإنَّ القيمة المعيارية المُرتبطِة بقيمة

يُمثِّل الاحتمال المســاحة التي تقع يمين القيمة (z-) أسفل منحنى 
التوزيع الطبيعي المعياري كما في الشكل المجاور.

باع الخطوتين الآتيتين: ، يُمكِن إيجاد قيمة x باتِّ ومن ثَمَّ

ق الاحتمال. الخطوة 1: أجد قيمة z التي تُحقِّ

	باستعمال الخصائص P(Z > -z) = P(Z < z)

P(Z > -z) = 0.8438 بتعويض	 0.8438 = P(Z < z)

0-z Z

P(Z > -z) = 0.8438
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بالرجوع إلى جدول التوزيع الطبيعي المعياري، أجد أنَّ قيمة z التي تُقابلِ الاحتمال 0.8438 هي 1.01: 
جدول التوزيع الطبيعي المعياريجدول التوزيع الطبيعي المعياري

.z التي تُقابلِ القيمة المعيارية x الخطوة 2: أجد قيمة

:-z = - 1.01 ض بما أنَّ قيمة z المُرتبطِة بقيمة x سالبة، فإنَّني أُعوِّ

z صيغة قِيَم	 -z = 
x - μ

σ

μ = 5, σ = 3 بتعويض	 -1.01 = 
x - 5

3

x بحلِّ المعادلة لـ	 x = 1.97

ق P(X > x) = 0.8438 هي 1.97 إذن، قيمة x التي تُحقِّ

4   P(X > x) = 0.015

أُلاحِظ أنَّ الاحتمال المعطى يُمثِّل المســاحة التي تقع يمين القيمة x أســفل منحنــى التوزيع الطبيعي. وبما أنَّ قيمة 
.z هي قيمة موجبة، ولتكن x الاحتمال أقلُّ من 0.5، فإنَّ القيمة المعيارية المُرتبطِة بقيمة

يُمثِّل الاحتمال المســاحة التي تقع يمين القيمة z أسفل منحنى التوزيع 
الطبيعي المعياري كما في الشكل المجاور.

باع الخطوتين الآتيتين: ، يُمكِن إيجاد قيمة z باتِّ ومن ثَمَّ

ق الاحتمال. الخطوة 1: أجد قيمة z التي تُحقِّ

	باستعمال الخصائص P(Z > z) = 1 - P(Z < z)

P(Z > z) = 0.015 بتعويض	 0.015 = 1 - P(Z < z)

P(Z < z) بحلِّ المعادلة لـ	 P(Z < z) = 0.985

بالرجوع إلى جدول التوزيع الطبيعي المعياري، أجد أنَّ قيمة z التي تُقابلِ الاحتمال 0.9850 هي 2.17: 
جدول التوزيع الطبيعي المعياريجدول التوزيع الطبيعي المعياري

0 z Z

P(Z > z) = 0.015
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الخطوة 2: أجد قيمة x التي تُقابلِ القيمة المعيارية.

z صيغة قِيَم	 z = 
x - μ

σ

μ = 5, σ = 3, z = 2.17 بتعويض	 2.17 = 
x - 5

3

x بحلِّ المعادلة لـ	 x = 11.51

ق P(X > x) = 0.015 هي 11.51 إذن، قيمة x التي تُحقِّ

  ق من فهمي أتحقَّ

إذا كان X مُتغيِّرًا عشوائيًّا طبيعيًّا، وسطه الحسابي 3-، وانحرافه المعياري 4، فأجد قيمة x التي تُحقِّق الاحتمال المعطى في 
كلٍّ ممّا يأتي:

a)   P(X < x) = 0.9877				    b)   P(X < x) = 0.31

c)   P(X > x) = 0.9738				    d)   P(X > x) = 0.2

إيجاد الوسط الحسابي أو الانحراف المعياري إذا عُلمِ الاحتمال

في بعض المسائل، يكون احتمال إحدى قِيَم المُتغيِّر العشوائي الطبيعي معلومًا، في حين تكون 
قيمة الوســط الحســابي، أو الانحراف المعياري، أو كلاهما غير معلومــة. وفي هذه الحالة، 
أســتعمل قِيَم الاحتمالات المعلومة لتحديد قيمة الوسط الحســابي، أو الانحراف المعياري 

للتوزيع الطبيعي.

 مثال 7 : من الحياة  

زراعة: يدلُّ المُتغيِّر العشوائي الطبيعي X∼N(μ , 25) على كتل 

حبّات البطاطا العضوية )بالغرام( التي تُنتجِها إحدى المَزارع. إذا 

زادت كتلة %2 فقط منها على g 350.7، فأجد الوسط الحسابي 

لكتل حبّات البطاطا. 

معلومة 

تُــزرَع المُنتَجات العضوية من 
دون اســتخدام أيِّ مبيدات أو 
أســمدة كيميائيــة، وهي غير 
لة وراثيًّا؛ لذا تُعَدُّ أكثر أمانًا  مُعدَّ

لجسم الإنسان.
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الخطوة 1: أرسم شكلًًا توضيحيًّا للمعلومات المعطاة في المسألة. 

µ 350.7 g X

P(X > 350.7) = 0.02

ق الاحتمال. الخطوة 2: أجد قيمة z التي تُحقِّ

أُلاحِــظ أنَّ الاحتمال المعطى يُمثِّل المســاحة التي تقع يمين القيمة x أســفل منحنى التوزيع 
 z هي x الطبيعي. وبمــا أنَّ قيمة الاحتمال أقلُّ من 0.5، فإنَّ القيمة المعياريــة المُرتبطِة بقيمة

)قيمة موجبة(. 

يُمثِّل الاحتمال المساحة التي تقع يمين 
القيمة z أســفل منحنى التوزيع الطبيعي 

المعياري كما في الشكل المجاور.

لإيجاد قيمة z، أستعين بخصائص التوزيع الطبيعي:

	باستعمال الخصائص P(Z > z) = 1- P(Z < z)

P(Z > z) = 0.02 بتعويض	 0.02 = 1 - P(Z < z)

P(Z < z) بحلِّ المعادلة لـ	 P(Z < z) = 0.98

بالرجوع إلى جدول التوزيع الطبيعي المعياري، أجد أنَّ القيمة الدقيقة للاحتمال 0.9800 غير 
موجودة؛ لذا أختار أقرب قيمة أقلَّ منها، وهي 0.9798

، فإنَّ قيمة z التي تُقابلِ الاحتمال هي 2.05 ومن ثَمَّ

الخطوة 3: أجد الوسط الحسابي.

z صيغة قِيَم	 z = 
x - μ

σ

x = 350.7, σ = 5, z = 2.17 بتعويض	 2.05 = 
350.7 - μ

5

μ بحلِّ المعادلة لـ	 μ = 340.45

340.45 g إذن، الوسط الحسابي لكتل حبّات البطاطا هو

0 z Z

P(Z > z) = 0.02

ر  أتذكَّ

بما أنَّ التباين هو 25، فإنَّ 

الانحراف المعياري هو 5

ر أتذكَّ

z التي تُقابلِ  لإيجاد قيمة 
احتمــالًًا مُعيَّنـًـا قيمتــه 
الدقيقة غيــر موجودة في 
الجدول، أستعمل أقرب 
قيمة أقلَّ مــن الاحتمال 

المطلوب.
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  ق من فهمي أتحقَّ

ر )بالكيلوغرام( التي  كَّ يدلُّ المُتغيِّر العشوائي الطبيعي X∼N(4.5, σ2 ) على كتل أكياس السُّ
يُنتجِها أحد المصانــع. إذا زادت كتلة %3 فقط منها على kg 4.8، فأجد الانحراف المعياري 

ر. كَّ لكتل أكياس السُّ

ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

إذا اتخذ التمثيل البياني لكتل الطلبة في إحدى المحافظات منحنًى طبيعيًّا، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

 النسبة المئوية للطلبة الذين تزيد كتلهم على الوسط الحسابي.  1 

 النسبة المئوية للطلبة الذين تقلُّ كتلهم عن الوسط الحسابي بمقدار لا يزيد على انحراف معياري واحد. 2 

 النسبة المئوية للطلبة الذين تزيد كتلهم على الوسط الحسابي بمقدار لا يقلُّ عن انحرافين معياريين. 3 

 �النسبة المئوية للطلبة الذين تقلُّ كتلهم عن الوســط الحسابي بمقدار لا يزيد على انحرافين معياريين، أو تزيد عليه  4 

بمقدار لا يزيد على ثلاثة انحرافات معيارية.

إذا كان: X∼N(50, 42 )، فأجد كُلًّاًّ من الاحتمالات الآتية باستعمال القاعدة التجريبية:

5    P(X < 50)			   6    P(46 < X < 54)			   7    P(42 < X < 62)

صناعة: يُمكنِ نمذجة أطوال أقطار مســامير يُنتجِها مصنع بمنحنى 
التوزيع الطبيعي المُبيَّن في الشكل المجاور:

 �أجد الوسط الحســابي والانحراف المعياري لأطوال أقطار  8 

المسامير.

 أجد النسبة المئوية للمسامير التي يزيد طول قُطْر كلٍّ منها على الوسط الحسابي بما لا يزيد على انحرافين معياريين.  9 

 �أفاعٍ: يــدلُّ المُتغيِّر العشــوائي X∼N(100, σ2 ) علــى أطوال الأفاعي  10 

)بالســنتيمتر( في أحد مجتمعاتها. إذا كانت أطوال %68 منها تتراوح بين 
.σ2 107، فأجد cm 93 و cm

2.5
mm

2.7

2.5%2.5%

2.82.32.2 X
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أجد كُلًّاًّ ممّا يأتي باستعمال جدول التوزيع الطبيعي المعياري:

11    P(Z < 0.43)			   12    P(Z > 1.08)			   13    P(Z < -2.03) 

14    P(Z > 2.2)			   15    P(-0.72 < Z < 0.72)		  16    P(1.5 < Z <2.5)

أجد مساحة المنطقة المُظلَّلة أسفل منحنى التوزيع الطبيعي المعياري في كلٍّ ممّا يأتي:

17   

-0.5 1.5 Z0

		  18   

-2.25 Z0

أجد القيمة المعيارية z التي تُحقِّق كل احتمال ممّا يأتي:

19    P(Z < z) = 0.7642		  20    P(Z > z) = 0.372		  21    P(Z > z) = 0.8531

إذا كان: X∼N(-3, 25)، فأجد كل احتمال ممّا يأتي باستعمال جدول التوزيع الطبيعي المعياري:

22    P(X < 2)				   23    P(X > 4.5)			   24    P(-5 < X < -3)

إذا كان X مُتغيِّرًا عشوائيًّا طبيعيًّا، وسطه الحسابي 30، وانحرافه المعياري 10، فأجد قيمة x التي تُحقِّق الاحتمال المعطى 
في كلٍّ ممّا يأتي:

25    P(X < x) = 0.99					    26    P(X > x) = 0.1949

27    P(X < x) = 0.35					    28    P(X > x) = 0.05

رياضة: تتبع أطوال لاعبي كرة السلَّة توزيعًا طبيعيًّا، وسطه الحسابي cm 185، وانحرافه المعياري 
cm 4. إذا اختير لاعب عشوائيًّا، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

175 cm احتمال أنْ يزيد طول اللاعب على  29 

190 cm 180 و cm احتمال أنْ يتراوح طول اللاعب بين  30 

 العدد التقريبي للاعبين الذين تزيد أطوالهم على cm 195 من بين 2000 لاعب. 31 
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 �في دراســة عن أشــجار الكينا في إحدى الغابات، تبيَّن أنَّ الوسط الحســابي لأطوال هذه الأشجار هو m 6، وأنَّ  32 

الانحراف المعياري هو m 2. إذا كانت أطوال الأشــجار تتبع توزيعًا طبيعيًّا، فأجد احتمال أنْ يكون طول شــجرة 
اختيرت عشوائيًّا أكثر من 9 أمتار.

تعبئــة: يُعبِّئ مصنعٌ حبــوب القهوة في أوعية من الكرتون. إذا كانت كتــل الأوعية تتبع توزيعًا 
طبيعيًّا، وســطه الحسابي g 232، وانحرافه المعياري g 5، وكان المُتغيِّر العشوائي X يدلُّ على 

كتلة الوعاء المختار عشوائيًّا، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

 .P(X < 224)  33 

.P(232 < X < x) = 0.2 :حيث ،x قيمة  34 

 �صناعة: يدلُّ المُتغيِّر العشــوائي الطبيعي X∼N(μ, 1.69) على أطوال أقطار إطارات درّاجات هوائية )بالسنتيمتر(  35 

يُنتجِها أحد المصانع. إذا زاد طول قُطْر %11 منها على cm 47، فأجد الوســط الحسابي لأطوال أقطار الإطارات 
التي يُنتجِها المصنع.

 �اختبارات: تتبع العلامات في أحد الاختبارات توزيعًا طبيعيًّا، وســطه الحسابي 43. إذا كان X هو المُتغيِّر العشوائي  36 

للعلامات، فأجد قيمة الانحراف المعياري، علمًا بأنَّ احتمال ظهور علامة أعلى من 48 هو 0.2

.μ فأجد قيمة ،z = 2 هي x = 1 المعيارية المُقابلِة لقيمة z وكانت قيمة ،X∼N(μ, μ2 ) :إذا كان  37 

 �إذا كان: X∼N(μ, σ2 ) يُمثِّــل توزيعًا طبيعيًّا، وكانت قيمــة z المعيارية المُقابلِة لقيمة x = 10 هي z = 1، وكانت  38 

.σ و ،μ هي 2-، فأجد قيمة كلٍّ من x = 4 المُقابلِة لقيمة z قيمة

 �في دراســة لإدارة الســير، تبيَّن أنَّ سرعة الســيّارات على أحد الطرق  39 

تتبع توزيعًا طبيعيًّا، وســطه الحســابي km/h 90، وانحرافه المعياري 
دة على هذا الطريق هي  km/h 5. إذا كانت الســرعة القصوى المُحــدَّ

km/h 100، وكان العدد الكلي للســيّارات التي تسير على هذا الطريق 

في أحد الأيام هو 1000 ســيّارة، فأجد العدد التقريبي للســيّارات التي 
دة على الطريق في هذا اليوم.  ستتجاوز السرعة المُحدَّ
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 ،60 g يُمكِن نمذجــة كتل البيض في إحدى المَزارع بتوزيع طبيعي، وســطه الحســابي�  40 

وانحرافه المعياري g 4. أجد عدد البيض صغير الحجم من بين 5000 بيضة في المزرعة، 
علمًا بأنَّ كتلة البيضة الصغيرة لا تزيد على 55 غرامًا.

مهارات التفكير العليا

 �أكتشف الخطأ: قالت عبير: �إذا كان: X∼N(6.4, 0.09)، فإنَّ %95 من البيانات تقع بين 6.22 و�6.58. أكتشف  41 

حه. الخطأ في قول عبير، ثمَّ أُصحِّ

 ،σ و ، μ فأجــد قيمة كلٍّ من ،P(X > 35) = 0.025, P(X < 15) = 0.1469, X∼N(μ , σ2 ) :تبريــر: إذا كان�  42 

ر إجابتي. ثمَّ أُبرِّ

م 100000 طالب لاختبار دولي علامته العظمــى 100، وبلغ عدد الطلبة الذيــن زادت علاماتهم في   �تبريــر: تقــدَّ 43 

الاختبار على 90 نحو 10000 طالــب، منهم 5000 طالب أحرزوا علامات أكثر من 95. إذا كانت علامات الطلبة 
مين تتبع توزيعًا طبيعيًّا، فأجد الوسط الحسابي والانحراف المعياري للعلامات. المُتقدِّ

رة، فوجــدت أنَّ الزمن اللازم لحدوث  : أجرت باحثــة تفاعلًًا كيميائيًّا بصورة مُتكرِّ  �تحدٍّ 44 

التفاعــل يتبع توزيعًا طبيعيًّــا، وأنَّ %5 من التجارب يَلزمها أكثــر من 13 دقيقة لحدوث 
ر الوســط  التفاعــل، وأنَّ %12 منها تتطلَّــب أقلَّ من 10 دقائــق لحدوث التفاعل. أُقدِّ

الحسابي والانحراف المعياري لزمن التفاعل. 

تبرير: يُبيِّن الشكل المجاور منحنى التوزيع الطبيعي للمُتغيِّر 

 العشوائي X الذي وسطه الحسابي 79، وتباينه 144.

،P(79 - a ≤ X ≤ 79 + b) = 0.6463 :إذا كان 

،P(X ≥ 79 + b) = 2P (X ≤ 79 - a) :وكان 

ر إجابتي: فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي، ثمَّ أُبرِّ

.b قيمة الثابت  46  				    مساحة المنطقة المُظلَّلة. 45 

79 + b79 - a 79
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أختار رمز الإجابة الصحيحة في كلٍّ ممّا يأتي:

 إذا كان: X∼Geo(0.1)، فإنَّ P(X = 1) يساوي: 1 

a)   0.1			  b)   0.9

c)   0.5			  d)   0

 إذا كان: X∼B(5, 0.1)، فإنَّ P(X = 6) يساوي: 2 

a)   (0.1)6		  b)   0

c)   ( 6
5

 ) (0.1)6(0.9)-1	 d)   ( 6
5

 ) (0.1)5(0.9)1

 �المســاحة التي تقع يســار القيمة: z = -1.73 أسفل  3 

منحنى التوزيع الطبيعي المعياري تساوي )بالوحدات 
المُربَّعة(:

a)   0.4582		  b)   0.5280

c)   0.0418		  d)   0.9582

ــا، فــإنَّ   �إذا كان Z مُتغيِّــرًا عشــوائيًّا طبيعيًّــا معياريًّ 4 

P(-2.3 < Z < 0.14) يساوي:

a)   0.4449		  b)   0.545

c)   0.6449		  d)   0.8449

 μ - 3σ النسبة المئوية لمساحة المنطقة المحصورة بين�  5 

و μ + 3σ أسفل منحنى التوزيع الطبيعي هي:

a)   68%		  b)   95%

c)   99.7%		  d)   89.7%

 �إذا كان هطل الأمطار الســنوي فــي إحدى المدن يتبع  6 

توزيعًا طبيعيًّا، وسطه الحسابي mm 1000، وانحرافه 
المعيــاري mm 200، فــإنَّ احتمــال أنْ يكون هطل 

الأمطار السنوي أكثر mm 1200 هو تقريبًا:

a)   0.34		  b)   0.16

c)   0.75		  d)   0.85

إذا كان: X∼Geo(0.3)، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

7   P(X = 4)		  8   P(3 < X ≤ 5)

9   P(X > 4)		  10   P(5 ≤ X ≤ 7)

إذا كان: X∼B(10, 0.4)، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

11   P(X = 3)		  12   P(X > 2)

13   P(7 ≤ X < 9)	 14   P(X ≤ 9)

إذا كان: X∼N(4, 9)، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

15   P(X > 8.5)	 16   P(-2 < X < 7)

17   P(X < 10)	 18   P(5.5 < X < 8.5)

19   P(X < 1)		  20   P(X > -3)

 �تبيَّن في مصنع للمصابيح الكهربائية أنَّ  21 

احتمال أنْ يكون أيُّ مصباح من إنتاج 
المصنع تالفًا هو 0.17. إذا اختير 100 
مصباح عشــوائيًّا من إنتــاج المصنع، 

فأجد العدد المُتوقَّع من المصابيح التالفة. 
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 �تفيد إحصائيات أصدرتها إحدى الجامعات بأنَّ 20%  22 

فقط من طلبة الجامعة يمارســون التمرينات الرياضية 
الصباحية بشــكل منتظم. أرادت إدارة الجامعة تحفيز 
الطلبة على ممارســة هذه التمرينــات، فبدأت إجراء 
ف إذا كانوا يمارسون  مقابلات عشوائية مع الطلبة لتعرُّ
هذه التمرينــات بانتظام أم لا. أجد عدد الطلبة المُتوقَّع 
ل طالــب يمارس التمرينات  مقابلتهــم قبل مصادفة أوَّ

الرياضية الصباحية بشكل منتظم.

أجد القيمة المعيارية z التي تُحقِّق كل احتمال ممّا يأتي:

23   P(Z > z) = 0.1

24   P(Z < z) = 0.9671

25   P(-z < Z < z) = 0.9464

26   P(Z > z) = 0.9222

لت دراسة إلى أنَّ أطوال الرجال حول العالَم تتبع توزيعًا  توصَّ
طبيعيًّا، وســطه الحســابي cm 171، وانحرافــه المعياري 

cm 10. إذا اختير رجل عشوائيًّا، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي: 

181 cm احتمال أنْ يزيد طول الرجل على  27 

 �احتمال أنْ يكون طول الرجل أقلَّ من الوسط الحسابي  28 

للأطوال بأكثر من انحرافين معياريين.

 �احتمال أنْ يزيد طول الرجل على الوســط الحســابي  29 

للأطوال بأكثر من انحراف معياري.

 �احتمــال ألّّا يزيد الفــرق بين طول الرجل والوســط  30 

الحسابي للأطوال على انحراف معياري واحد.

 �يُعبَّأ إنتــاج مزرعة من  31 

التفّاح في صناديق، ثمَّ 
تقاس كتلتها بحســب 
المواصفات المطلوبة. 

وقد تبيَّن أنَّ 1578 صندوقًا من أصل 10000 صندوق 
6 kg تزيد كتلة كلٍّ منها على

إذا كانـت كتـل الصناديـق تتبـع توزيعًا طبيعيًّا، وسـطه 
kg 5، فأجـد الانحـراف المعيـاري لهـذه  الحسـابي 

الكتل.

يــن، وكان:   ـرًا عشــوائيًّا ذا حدَّ  �إذا كان X مُتغيّـِ 32 

.P(X ≥ 8) فأجد ،E(X) = 2.5, Var(X) = 1.875

ــات  ــي الرياضيـ ــار فـ ــن لاختبـ ميـ ــات المُتقدِّ ــع علامـ تتبـ
توزيعًـــا طبيعيًّـــا، وســـطه الحســـابي 75، وانحرافـــه 
المعيـــاري 8. أســـتعمل هـــذه المعلومـــات وجـــدول 
ــئلة  ــن الأسـ ــة عـ ــاري للإجابـ ــي المعيـ ــع الطبيعـ التوزيـ

ــة:  ــة الآتيـ الثلاثـ

 �ما أقلُّ علامــة صحيحة يُمكِن تصنيفهــا ضمن أعلى  33 

مين للاختبار؟ %10 من علامات المُتقدِّ

م للاختبار 5000 طالب، فما عدد الطلبة الذين   �إذا تقــدَّ 34 

يُمكِنهم إحراز علامة 93 أو أكثر؟

مين للاختبار عشوائيًّا، فما احتمال   �إذا اختير أحد المُتقدِّ 35 

أنْ تكون علامته بين 70 و85؟
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الجبر

العمليات الحسابية

a(b + c) = ab + ac	     a
b

 + c
d

 = ad + bc
bd

a + c
b

 = a
b

 + c
b

	   

a
b

c
d

 = a
b

 × d
c

 = ad
bc

الأسُس والجذور

:nو m ولأيِّ عددين صحيحين ،yو x لأيِّ عددين حقيقيين

x m x n = x m+n		    xm

xn
 = x m-n

(xm)n = x mn		    x-n = 1

xn
 , x ≠ 0

(xy)n = x n y n		    ( x
y )

n

 = x n

y n
 , y ≠ 0

x1/n = √x		    x m/n = √xm = ( √x )m

√xy = √x  √y	� )n>1 فة، حيث )إذا كانت جميع الجذور مُعرَّ

 √ x
y  =  √x

 √y

n

n  , y ≠ 0� )n>1 فة، حيث )إذا كانت جميع الجذور مُعرَّ

حالات خاصة من تحليل كثيرات الحدود

x2 - y2 = (x + y)(x - y)

x3 + y3 = (x + y)(x2 - xy + y2)

x3 - y3 = (x - y)(x2 + xy + y2)

القانون العام

: إذا كان: ax2 + bx + c = 0، فإنَّ

x = 
-b ± √b2 - 4ac

2a

الهندسة

)V والحجم ،C  والمحيط ،A صيغ هندسية )المساحة الكلية

المثلث:·	

A = 1
2

 bh

    = 1
2

 ab sin θ

الدائرة:·	

A = πr 2

C = 2πr 

القطاع الدائري:·	

A = 1
2

 r 2θ

s = r θ  (θ radian)

الكرة:·	

V = 4
3

 π r 3

A = 4πr 2

الأسطوانة:·	

V = πr 2 h

A = 2πrh + 2πr 2

المخروط:·	

V = 1
3

 πr 2 h

A = π r √r2 + h2 + πr 2

n n n

n n n

n
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GEOMETRY

Geometric Formulas

Formulas for area A, circumference C, and volume V:

Triangle Circle Sector of Circle

 A − 1
2 bh  A − �r 2  A − 1

2 r
2�

− 1
2 ab sin �  C − 2�r  s − r�  s� in radiansd

r

r

r s

¨
¨

a
h

b

Sphere Cylinder Cone

V − 4
3 �r 3 V − �r 2h  V − 1

3 �r 2h

A − 4�r 2 A − � rsr 2 1 h2

r

r

r h
h

Distance and Midpoint Formulas

Distance between P1sx1, y1d and P2sx2, y2d:

d − ssx2 2 x1d2 1 sy2 2 y1d2

Midpoint of P1P2: S x1 1 x2

2
, 
y1 1 y2

2 D
Lines

Slope of line through P1sx1, y1d and P2sx2, y2d:

m −
y2 2 y1

x2 2 x1

Point-slope equation of line through P1sx1, y1d with slope m:

y 2 y1 − msx 2 x1d

Slope-intercept equation of line with slope m and y-intercept b:

y − mx 1 b

Circles

Equation of the circle with center sh, kd and radius r:

sx 2 hd2 1 sy 2 kd2 − r 2

ALGEBRA

Arithmetic Operations

asb 1 cd − ab 1 ac 
a

b
1

c

d
−

ad 1 bc

bd

a 1 c

b
−

a

b
1

c

b

a

b

c

d

−
a

b
3

d

c
−

ad

bc

Exponents and Radicals

xmx n − xm1n 
xm

x n
− xm2n

sxmdn − xmn x2n −
1

x n

sxydn − x nyn S x

yDn

−
x n

yn

x 1yn − sn x  xmyn − sn x m − (sn x
  

)m

sn xy − sn x  sn y În xy −
sn x
sn y

Factoring Special Polynomials

x 2 2 y2 − sx 1 ydsx 2 yd

x 3 1 y3 − sx 1 ydsx 2 2 xy 1 y2d

x 3 2 y3 − sx 2 ydsx 2 1 xy 1 y2d

Binomial Theorem

sx 1 yd2 − x 2 1 2xy 1 y2  sx 2 yd2 − x 2 2 2xy 1 y2

sx 1 yd3 − x 3 1 3x 2y 1 3xy2 1 y3

sx 2 yd3 − x 3 2 3x 2y 1 3xy2 2 y3

sx 1 ydn − x n 1 nx n21y 1
nsn 2 1d

2
 x n22y2

1 … 1 SnkDx n2kyk 1 … 1 nxyn21 1 yn

where SnkD −
nsn 2 1d … sn 2 k 1 1d

1 ? 2 ? 3 ? … ? k

Quadratic Formula

If ax 2 1 bx 1 c − 0, then x −
2b 6 sb 2 2 4ac

2a
.

Inequalities and Absolute Value

If a , b and b , c, then a , c.

If a , b, then a 1 c , b 1 c.

If a , b and c . 0, then ca , cb.

If a , b and c , 0, then ca . cb.

If a . 0, then

 | x | − a  means  x − a  or  x − 2a

  | x | , a  means    2a , x , a

  | x | . a  means  x . a  or  x , 2a
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Slope-intercept equation of line with slope m and y-intercept b:

y − mx 1 b

Circles

Equation of the circle with center sh, kd and radius r:

sx 2 hd2 1 sy 2 kd2 − r 2

ALGEBRA

Arithmetic Operations

asb 1 cd − ab 1 ac 
a

b
1

c

d
−

ad 1 bc

bd

a 1 c

b
−

a

b
1

c

b

a

b

c

d

−
a

b
3

d

c
−

ad

bc

Exponents and Radicals

xmx n − xm1n 
xm

x n
− xm2n

sxmdn − xmn x2n −
1

x n

sxydn − x nyn S x

yDn

−
x n

yn

x 1yn − sn x  xmyn − sn x m − (sn x
  

)m

sn xy − sn x  sn y În xy −
sn x
sn y

Factoring Special Polynomials

x 2 2 y2 − sx 1 ydsx 2 yd

x 3 1 y3 − sx 1 ydsx 2 2 xy 1 y2d

x 3 2 y3 − sx 2 ydsx 2 1 xy 1 y2d

Binomial Theorem

sx 1 yd2 − x 2 1 2xy 1 y2  sx 2 yd2 − x 2 2 2xy 1 y2

sx 1 yd3 − x 3 1 3x 2y 1 3xy2 1 y3

sx 2 yd3 − x 3 2 3x 2y 1 3xy2 2 y3

sx 1 ydn − x n 1 nx n21y 1
nsn 2 1d

2
 x n22y2

1 … 1 SnkDx n2kyk 1 … 1 nxyn21 1 yn

where SnkD −
nsn 2 1d … sn 2 k 1 1d

1 ? 2 ? 3 ? … ? k

Quadratic Formula

If ax 2 1 bx 1 c − 0, then x −
2b 6 sb 2 2 4ac

2a
.

Inequalities and Absolute Value

If a , b and b , c, then a , c.

If a , b, then a 1 c , b 1 c.

If a , b and c . 0, then ca , cb.

If a , b and c , 0, then ca . cb.

If a . 0, then

 | x | − a  means  x − a  or  x − 2a

  | x | , a  means    2a , x , a

  | x | . a  means  x . a  or  x , 2a

REFERENCE  page 1

C
ut

 h
er

e 
an

d 
ke

ep
 fo

r 
re

fe
re

nc
e

GEOMETRY

Geometric Formulas

Formulas for area A, circumference C, and volume V:
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مُلحَقات

الهندسة الإحداثية

المسافة بين نقطتين ونقطة المنتصف

P هي:·	
2
 (x

2
, y

2
P و (

1
 (x

1
, y

1
المسافة بين النقطتين (

d = √(x
2
 - x

1
)2 + (y

2
 - y

1
)2

P هما:·	
1
 P

2
إحداثيا نقطة منتصف القطعة المستقيمة 

M  ( 
x

1
 + x

2

2
 , 

y
1
 + y

2

2
 )

المستقيم

	· P
2
 (x

2
, y

2
P و (

1
 (x

1
, y

1
ميل المستقيم المارِّ بالنقطتين (

هو:
m = 

y
2
 - y

1

x
2
 - x

1

P، وميله m، هي:·	
1
 (x

1
, y

1
معادلة المستقيم المارِّ بالنقطة (

y - y
1
 = m(x - x

1
)

	· θ l مستقيمًا في المستوى الإحداثي، وكانت  إذا كان 
x الموجب،  الزاوية التي يصنعها المستقيم مع المحور 
 ،m = tan θ m يعطى بالمعادلة:  فإنَّ ميل المستقيم 

.0 < θ < π :حيث

البُعْد بين نقطة ومستقيم

 Ax + By + C = 0 :الذي معادلتــه l البُعْد بين المســتقيم
P(x يعطى بالصيغة الآتية:

1 
, y

1
والنقطة (

d = 
|Ax

1
 + By

1
 + C |

√A2 + B 2

شرط ألّّا تكون قيمتا A و B معًا صفرًا.

الدائرة

معادلة الدائرة التي مركزها (h, k)، ونصف قُطْرها r، هي:

(x - h)2 + (y - k)2 = r2

المثلثات

قياسات الزوايا

π rad = 180°    1° = π
180

 rad

1 rad = 180°
π

الاقترانات المثلثية في المثلث قائم الزاوية

الوتر
الضلع

المقابل

الضلع المجاور
θ

sin θ = 
المقابل

الوتر csc θ = 
الوتر

المقابل

cos θ = 
المجاور

الوتر  sec θ = 
الوتر

المجاور

tan θ = 
المقابل
 = cot θ المجاور

المجاور
المقابل

الاقترانات المثلثية لأيِّ زاوية

sin θ = 
y

r
csc θ = 

r
y

cos θ = 
x
r

sec θ = 
r
x

tan θ = 
y

x
cot θ = 

x
y    

قانون الجيوب

sin A
a

 = sin B
b

 = sin C
c

قانون جيوب التمام

a2 = b2 + c2 - 2bc cos A

b2 = a2 + c2 - 2ac cos B

c2 = a2 + b2 - 2ab cos C
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مُلحَقات

المتطابقات المثلثية الأساسية

متطابقات المقلوب:·	

csc θ = 1
sin θ     sec θ = 1

cos θ     cot θ = 1
tan θ

المتطابقات النسبية:·	

tan θ = sin θ
cos θ 		    cot θ = cos θ

sin θ

متطابقات فيثاغورس:·	

sin2 θ + cos2 θ = 1	   1 + tan2 θ = sec2 θ

1 + cot2 θ = csc2 θ

متطابقات الزاويتين المتتامتين:·	

sin ( π
2  -θ) = cos θ	   tan ( π

2  -θ) = cot θ

sec ( π
2  -θ) = csc θ	   cos ( π

2  -θ) = sin θ

cot ( π
2  -θ) = tan θ	   csc ( π

2  -θ) = sec θ

متطابقات الزاوية السالبة:·	

sin (-θ) = -sin θ 	   cos (-θ) = cos θ

tan (-θ) = -tan θ

المتطابقات المثلثية للمجموع والفرق

sin(x + y) = sin x cos y + cos x sin y

sin(x - y) = sin x cos y - cos x sin y

cos(x + y) = cos x cos y - sin x sin y

cos(x - y) = cos x cos y + sin x sin y

tan(x + y) = 
tan x + tan y

1 - tan x tan y

tan(x - y) = 
tan x - tan y

1 + tan x tan y

المتطابقات المثلثية لضعف الزاوية

sin 2θ = 2 sin θ cos θ	   cos 2θ = cos2 θ - sin2 θ

cos 2θ = 1- 2 sin2 θ	    cos 2θ = 2 cos2 θ - 1

tan 2θ = 2 tan θ

1- tan2 θ

المتطابقات المثلثية لتقليص القوَّة

sin2 θ = 1- cos 2θ

2
	     cos2 θ = 1+ cos 2θ

2

tan2 θ = 1- cos 2θ

1+ cos 2θ

قِيمَ بعض الاقترانات المثلثية للزوايا الخاصة

360°270°180°90°60°45°30°0°θ°

2π3π
2

ππ
2

π
3

π
4

π
6

0θ rad

0-101√3
2

1

√2
1
2

0sin θ

10-10
1
2

1

√2
√3
2

1cos θ

0-0-√31
1

√3
0tan θ
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مُلحَقات

المتطابقات المثلثية لنصف الزاوية

sin θ
2

 = ± √ 1- cos θ
2

    cos θ
2

 = ± √ 1+ cos θ
2

 

tan θ
2

 = ± √ 1- cos θ

1+ cos θ

متطابقات تحويل الضرب إلى مجموع أو فرق

sin x sin y = 1
2

 [cos (x-y) - cos (x+y)] 

sin x cos y = 1
2

 [sin (x-y) + sin (x+y)] 

cos x cos y = 1
2

 [cos (x-y) + cos (x+y)] 

cos x sin y = - 1
2

 [sin (x-y) - sin (x+y)]

ية والاقترانات اللوغاريتمية الاقترانات الُأسِّ

ية والصورة اللوغاريتمية العلاقة بين الصورة الأسُِّ

: إذا كان x > 0، وb > 0، وb ≠ 1، فإنَّ

ية الصورة الأسُِّ
b

  

y = x

الأسُُّ
الأساس

  إذا وفقط إذا  
الصورة اللوغاريتمية
log 

b 
x = y

الأسُُّ
الأساس

الخصائص الأساسية للوغاريتمات

: إذا كان x > 0، و b > 0، وb ≠ 1، فإنَّ
•	 log 

b 
1 = 0		 b0 = 1 

•	 log 
b 

b = 1		 b1 = b 

•	 log 
b 

bx = x	 b x = b x 

•	 blog 
b

 

x = x,  x > 0	 log 
b 

x = log 
b 

x 

قوانين اللوغاريتمات

إذا كانــت b, x, y أعــدادًا حقيقيــةً موجبــةً، وكان p عددًا 
: حقيقيًّا، حيث: b ≠ 1، فإنَّ

	·log 
b
 xy = log 

b 
x + log 

b 
y قانون الضرب:	

	·log 
b
 x

y
 = log 

b
 x - log 

b
 y قانون القسمة:	

	·log 
b
 x p = p log 

b
 x 		 ة: قانون القوَّ

التفاضل

قواعد أساسية للاشتقاق

d
dx

 (c) = 0

d
dx

 (cf(x)) = cf '(x)

d
dx

 ( f(x) + g(x)) = f '(x) + g '(x)

d
dx

 ( f(x) - g(x)) = f '(x) - g '(x)

d
dx

 (xn ) = nx n-1

d
dx

 ( f(x) g(x)) = f (x) g '(x) + g (x) f '(x)

d
dx

 f(g(x)) = f '(g(x)) g '(x)

d
dx

 ( f(x)

g(x)
 ) = 

g(x) f '(x) - f(x) g '(x)

(g(x))
2

ية والاقترانات اللوغاريتمية مشتقات الاقترانات الأسُِّ

d
dx

 (ex ) = e x		      d
dx

 ln x = 1
x

 , x > 0

d
dx

 (bx ) = b x ln b	     d
dx

 (log
b
 x) = 1

x ln b
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مشتقات الاقترانات المثلثية

d
dx

 (sin x ) = cos x	   d
dx

 (cos x) = -sin x

d
dx

 (tan x) = sec2 x	   d
dx

 (sec x) = sec x tan x

d
dx

 (csc x) = -csc x cot x

d
dx

 (cot x) = -csc2 x

التكامل

قواعد أساسية للتكامل 

⌠
⎮
⌡

 k dx = kx + C

⌠
⎮
⌡

 xn  dx = 1
n + 1

 xn + 1 + C, n ≠ -1

⌠
⎮
⌡

 dx
x

 = ln |x| + C

⌠
⎮
⌡

 ex dx = ex + C

⌠
⎮
⌡

 bx dx = bx

ln b
 + C , b > 0

⌠
⎮
⌡

 sin x dx = -cos x + C

⌠
⎮
⌡

 cos x dx = sin x + C

⌠
⎮
⌡

 sec2 x dx = tan x + C

⌠
⎮
⌡

 csc2 x dx = -cot x + C

⌠
⎮
⌡

 sec x tan x dx = sec x + C

⌠
⎮
⌡

 csc x cot x dx = -csc x + C

⌠
⎮
⌡

 
f '(x)

f(x)
 dx = ln | f(x)| + C , f(x) ≠ 0

خصائص التكامل غير المحدود 

⌠
⎮
⌡

 k f(x) dx = k 
⌠
⎮
⌡

 f(x) dx

⌠
⎮
⌡

 ( f(x) ± g(x)) dx = 
⌠
⎮
⌡

  f(x) dx ± 
⌠
⎮
⌡

 g(x) dx

خصائص التكامل المحدود 

⌠ b
⎮
⌡ a

  k f(x) dx = k ⌠ b
⎮
⌡ a

  f(x) dx

⌠ b
⎮
⌡ a

 ( f(x) ± g(x)) dx = ⌠ b
⎮
⌡ a

  f(x) dx ±⌠ b
⎮
⌡ a

 g(x) dx

⌠ a
⎮
⌡ a

  f(x) dx = 0

⌠ b
⎮
⌡ a

  f(x) dx = -⌠ a
⎮
⌡ b

  f(x) dx

⌠ b
⎮
⌡ a

  f(x)dx = ⌠ c
⎮
⌡ a

 f(x) dx + ⌠ b
⎮
⌡ c

  f(x) dx

المتجهات

v = 〈v متجهين في 
1
, v

2
, v

3
〉, w = 〈w

1
, w

2
, w

3
إذا كان 〈

: الفضاء، وكان c عددًا حقيقيًّا، فإنَّ

العمليات على المتجهات 

v + w = 〈(v
1
 + w

1
), (v

2
 + w

2
), (v

3
 + w

3
)〉

v - w = 〈(v
1
-w

1
), (v

2
-w

2
), (v

3
-w

3
)〉

c v =〈cv
1
, cv

2
, cv

3
〉

الضرب القياسي في الفضاء

v · w = v
1
 w

1
 + v

2
 w

2
 + v

3
 w

3

قياس الزاوية بين متجهين في الفضاء

إذا كان v و w متجهين غير صفريين، فإنَّه يُمكِن إيجاد الزاوية 
بينهما باستعمال الصيغة الآتية:

θ = cos-1 ( v ∙ w
| v | | w |

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑  )

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑

 ⃑  ⃑

 ⃑  ⃑

مُلحَقات
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مُلحَقات

B و A المستقيم المارُّ بالنقطتينAB

B و A القطعة المستقيمة التي نقطتا نهايتيهاAB

B ويمرُّ بالنقطة ،A الشعاع الذي نقطة بدايتهAB

AB طول القطعة المستقيمةAB

B ونقطة نهايته ،A متجه نقطة بدايتهAB

v المتجهv

v مقدار المتجه| v |

A الزاوية∠A

BC و BA زاوية ضلعاها∠ABC

A قياس الزاويةm∠A

ABC المثلث∆ABC

‖موازٍ لـ

⊥عمودي على

b إلى a نسبةa : b

⌠تكامل غير محدود
⎮
⌡

b ⌠تكامل محدود 
⎮
⌡ a

f(x) مشتقة الاقترانf '(x)

argسعة العدد المُركَّب

Argالسعة الرئيسة للعدد المُركَّب

JDدينار أردني

mمتر

kmكيلومتر

cmسنتيمتر

kgكيلوغرام

gغرام

sثانية

minدقيقة

hساعة

inإنش

ftقدم

ة توافيق n من العناصر أُخِذ منها r كل مَرَّ
( 

n
r  )

n
C

r

A احتمال الحادثP(A)

A مة الحادث P( A )احتمال مُتمِّ

µالوسط الحسابي

σالانحراف المعياري

σ2التباين

↔

→

 ⃑

 ⃑

 ⃑

 ⃑  ⃑

رموز رياضية
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مُلحَقات

جدول التوزيع الطبيعي المعياري

المساحة

z


